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1. POSTAVKA PROBLEMA
Dva su osnovna pristupa danas aktuelna u razmatranju prob- 
lematike projektovanja, konstruisanja i dimenzionisanja elemenata 
armiranobetonskih konstrukcija.
Prvi pristup je zasnovan na klasičnoj linearno-elastidnoj 
analizi, kada se za dejstvo opterecenja kratkotrajnog karaktera 
betonu i deliku pripisuju osobine ideaIno elasticnih materijala. 
Analizom se odredjuju veiicine napona i deformacija za najnepovolj- 
nije kombinacije opterecenja koje se mogu dogoditi u toku eksplo- 
atacije i uporedjuju sa odgovarajucim normiranim vrednostima dopu- 
štenih napona, odnosno deformacija. Ovaj klasidni prilaz daje do- 
voljno dobre rezultate u praksi i najdesce se koristi, uz neizbe- 
žne korekcije naročito u pogledu deformacija, koje su posledica 
kako smanjenja krutosti nosaca usled pojave prslina tako i izraže- 
nih reoloških svojstava betona pri opteređenju dugotrajnog karak­
tera .
Drugi pristup je zasnovan na odredjivanju kapaciteta nosi- 
vosti armiranobetonskog elementa u konstrukcijskom sìstemu ili 
sistema kao celine, odnosno odredjivanja mere sigurnosti poredje- 
njem veličine graničnog opterecenja koje dovodi do loma (ili meha- 
nizma loma) sa maksimalnim mogudim eksploatacionim opteredenjem. 
Pri ovoj granidnoj analizi betonu i celiku se pripisuju realne 
nelinearne karakteristike. Primena odgovarajudih metoda proraduna 
vezana je istovremeno za neophodne kontrole kojima se mora đoka- 
zati nesmetana funkeija konstrukeije u toku eksploatacije.
Oba pristupa imaju svojih prednosti i nedostataka vezanih 
kako za metođologiju proraduna tako i za idealizacije usvojene to- 
kom analize narocito pri rešavanju staticki neodredjenih sistema.
Problematika staticki neodredjenih sistema u armiranobeton- 
skim konstrukcijama ima svoje specificnosti. One se ogledaju pre 
svega u tome sto je narušena homogenost elementa usled pojave pr­
slina ved pri relativno niskim opteredenjima. Prsline u zategnutoj 
zoni betona uticu na promenu krutosti elementa, odnosno delova 
elementa, i direktno prouzrokuju povedanje deformacija nosada i 
preraspodelu statidkih uticaja. Pri visokim opteredenjima dolaze 
do izražaja i plastidne osobine materijala, koje takodje izazi- 
vaju bitne promene u sistemu.
Analiza statički neođređjenih armiranobetonskih sistema ve- 
zana je direktno i za veličinu i raspoređ armature u presecima 
nosaca. Poznato je da upotreba metoda granične analize može dati 
čitav spektar rešenja različitih odnosa armature u kritičnim pre­
secima nosača, koja zadovoljavaju uslove nosivosti, kompatibilno- 
sti rotaci ja i funkcionalnost i . Ova rešenja se mogu značajno raz- 
likovati od rešenja teorije elastìcnosti.
Propisi pojedinih zemalja omogucuju, u nedostatku boljih 
praktidnih postupaka, da se u statički neodredjenim sistemima 
statički uticaji nadju po linearnoj teoriji elastìcnosti i zatim 
uveđaju odgovarajucìm koeficijentima sigurnosti, dok se za ovako 
poveđane uticaje za analizu preseka elementa uvode nelinearne 
osobine betona i čelika.
Nacrt Pravilnika о tehničkim normativima za beton i armirani 
beton /37/ prvi put kod nas omoguduje dimenzionisanje preseka sta- 
tički neodredjenih konstrukcija prema uticajima dobijenim korekci- 
jom elastičnih rešenja.
U radu se analizira problematika ponašanja armiranobetonskih 
statički neodredjenih nosača opteredenih na savijanje pod dejst- 
vom opteredenja kratkotrajnog karaktera, intenzìteta od nule do 
granìcnog. Analiza obuhvata teorijsko i eksperimentalno istraži- 
vanje preraspodele statidkih uticaja i odredjivanje deformacijskih 
velieina za nosače armirane prema rešenjima granicene analize, me- 
djusobno razlicito, kako bi se odredio uticaj načina armiranja na 
realno ponašanje nosaca. Teorijska razmatranja obuhvataju analizu 
uticaja pojave prslina na krutost elementa, analizu uslova za for- 
miranje pia.stičnih zglobova u nosacima kao i pitanje kapaciteta 
njihove rotacije. Analizira se i problem funkcionalnosti ovako 
konstruisanih elemenata i daje radunski model baziran na nelinear- 
noj vezi moment-srednja krivina, praktidno upotrebljiv za sludaj 
proizvoljnog nivoa opteredenja.
Eksperimentalni program obuhvata ispitivanje kontinualnih 
nosaca na dva polja, razlicito armiranih, sve do loma.
2. VEZA NAPON - DILATACIJA ZA BETON I ČELIK
2.1. BETON
2.1.1. Ponašanje nearmiranog betona pri 
jednoaksijalnim opitima
Stanđardnim ispitivanjima prizmatičnih (cilinđričnih) ne- 
armiranih opitnih tela dobija se zavisnost napon-đilatacija ob- 
lika kvalitativno prikazanog na siici 2.1.
Pri jednoaksijalnom pritisku zavisnost - <5^  je približno li­
nearne sve do đostizanja naprezanja od око 0,4 do 0,5 f Pri vi- 
šim naprezanjima veza značajnije odstupa od linearne. Maksimalnom 
naponu f odgovara dilatacija od približno - 2%0 , Pri testi-
ranju u krutim test uredjajima, koji su mogli da prate smanjenje 
napona pri daljem povedanju dilatacija, konstatovana je i silazna 
grana krive zavisnosti. Dakle, element je i dalje u stanju da pre- 
nese manje napone iako su u betonu oformljene prsline paralelne 
pravcu opteredenja. Konstatovana maksimalna dilatacija betona pri 
lomu, kod jednoaksijalnog ispitivanja nearmiranih elemenata, kre- 
ce se oko = 3 do 4 %0 .
Testovi mnogih autora ukazuju na to da oblik veze 6^ - 6^ 
pre dostizanja maksimalnog napona zavisi od čvrstođe betona (si. 2.2) 
Niže marke betona imaju nešto vécu dilataciju pri maksimalnim na-
ponima i postižu veđu relativnu čvrstođu ( / -f ) pri nižim
dilatacijama (puniji dijagram ) .
SI. 2.2
Od velikog uticaja na vezu - 6^ je i brzina prirasta dilata- 
cija (odnosno brzina nanošenja opterecenja). Na siici 2.3. prìka- 
zane su zavisnosti б ь - e b u funkciji brzine prirasta dilataci- 
ja.
S I . 2.3.
Uočljivo je da opadanjem brzine prirasta dilatacija opadaju i ma- 
ksimalna naprezanja, ali da silazna grana funkcije spori je opada, 
kao i da rastu dilatacije koje odgovaraju maksimalnim naprezani- 
m a .
Ispitivanja koja je sproveo Rüsch pokazuju da za dugotraj 
na opteređenja čvrstođe mogu opasti na približno 80% od onih ko­
je odgovaraju kratkotrajnim opterećenjima. U prakticnim proraču-
nima primenjuju se čvrs 
teredenja uzoraka staros 
dugotrajnih opteređenja 
tona da prenese veda nap 
rosti .
tođe određjene na bazi kratkotrajnih op­
ti 28 dana, jer se smatra da se uticaj 
na neki nacin kompenzira moguđnošcu be- 
rezanja ako je opteređen pri veđoj sta-
2.1.2. Ponašanje armiranog (utegnutog) betona pri 
jeđnoaksijalnom opitu
Elementi konstrukcija armirani su u praksi podužnom arma- 
turom, kao i poprečnom u vidu uzengija. Značajan broj ispitiva- 
nja izvršen je radi analize uticaja poprečne armature na veliči- 
nu nosivosti i maksimalnih dilatacija betona.
Ispitivanja prizmatičnih i cilindričnih opitnìh tela, ar- 
miranih poprečnom armaturom u vidu uzengija ili spirala, pokazala 
su da postojanje poprečne armature pri naprezanjima manjim od cv- 
rstoce uzoraka nije od vedeg znadaja, jer su bočna širenja betona 
mala i uzengije ostaju praktično nenapregnute. Može se redi da пе­
та praktične razlike u vezi - <5^  za nearmirani i armirani
beton (po odbitku nosivostì podužne armature) sve do dostizanja 
maksimalnih napona. (Prema pojedinim istraživacima nosivosti uteg- 
nutih uzoraka ruoze biti do 20% veda, za uobičajene brzine nanoše- 
nja opteredenja) .
Medjutim, pri naprezanjima koja su jednaka jednoaksijal- 
noj čvrstodi, poprečne defcrmacije betona značajno rastu usled 
progresivnog nastajanja unutrašnjih prslina u betonu. U težnji da 
se rasirì, beton napreže uzengije. Reaktivno delujudi na beton, 
uzengije vrše utezanje jezgra betonskog preseka. Betonski element 
ne đoživljava krt lom, ved prvo otpada zaštitni sloj pri dilata­
ci j ama od 3~4%o , dok jezgro obuhvadeno uzengijama može i đalje 
da prenese deo naprezanja uz porast podužnih dilatacija.
Do loma dolazi tek posto se iscrpi nosivost uzengija i 
đodje do njihovog kidanja ili do izbočavanja pritisnute armature.
Na siici 2.4. uticaj uzengija se ogleđa u postojanju znat- 
no duže silazne grane krive . Dakle, uzengije ne utiču
bitno na povedanje nosivosti, ali omoguduju postizanje znadajno
veđih dilatacija utegnutog dela betona pre loma.
SI . 2.4.
Uticaj poprecne armature je izrazit kod spiralno armiranih eleme- 
nata jer kružni oblìk spirala omogucuje ravnomerno rasporedjiva- 
nje sila pritiska na beton, što odgovara višeaksijalnom naponskom 
stanju. Pravougaone uzengije obezbedjuju utezanje ludnim dejstvom 
izmedju šipki kako poprecne tako i pođužne armature i manje su 
efikasne jer je utegnuta zona betona u sustini manja od jezgra 
obuhvadenog uzengijama.
Oblìk silazne grane krive (5^  - 8 ^  je funkcija vise para-
metara:
- procenta armiranja uzengijama-što je količina uzengija 
veda nàgib silazne grane je biadi,
- granice tedenja delika za uzengije - sto je delik kvali- 
tetniji kasnije dolazi do njegovog iscrpljenja i postižu se vede 
granidne dilatacije,
- odnosa razmaka uzengija i dimenzija preseka utegnutog 
jezgra-manji razmak obezbedjuje utezanje vede površine jezgra,
- odnosa prednika poprecne armature i slobodne đušine 
uzengije (krutost uzengije) - vedi precnici omoguduju bolje ute­
zanje jezgra,
- rasporeda i velidine podužne armature-коja na isti na- 
din kao i popredna sudeluje u obezbedjenju lucnog dejstva u be- 
tonu,
- kvaliteta betona -betoni nidih dvrstoda imaju vedu mak- 
simalnu dilataciju,
- brzine nanošenja opteredenja-za brdi prirast dilatacija 
nagib silazne grane je biadi.
2.1.3. Raspoređ napona u pritisnutoj zoni betonskog 
preseka elementa opterecenog na savijanje
Zađržavajuđi Bernulijevu pretpostavku о linearnom raspo-
redu dilataci ja po visini preseka, za elemente opterecene na sa­
vijanje, oblik dijagrama naprezanja u pritisnutoj zoni betona iz- 
nad neutralne linije približno odgovara đijagramu naprezanja be­
tona pri jednoaksijalnom opitu za različite nivoe opteređenja. 
Vedi broj ispitivanja uzoraka pri kratkotrajnom opteređenju, ko- 
je su sproveli Hognestad i Rüsch, pokazala su da je maksimalni 
napon pritiska (f' ) koji se ostvaruje pri distom savijanju za 
vise dvrstode betona nešto manji (do око 10%) od čvrstoće pri 
jeđnoaksijalnom opitu (f ). Ovo se objašnjava rzalikom u veliei­
ni i obliku pritisnute zone betona. Pri istim ispitivanjima na 
disto savijanje konstatovane su i maksimalne dilatacije pritis- 
nutih vlakana betona koje su se kretale od 3,0 do 3,8%0 .
Na bazi ovih istraživanja Hognestad je predlozio i racun- 
ski model za vezu napon-dilatacija za pritisnutu zonu betonskog 
elementa opterecenog na savijanje, kako je prikazano na siici 2.5
£>
S l . 2.5.
(2 .1)
(2.2)
Uzlazna grana odgovara kvadratnoj paraboli sa maksimal
naoonom f '  = k-f pri dilataciji od 2%0 , dok je silazna grana 
c c
linearna sa maksimalnom dilatacijom od 3,8%0 pri naponu od 0,85-
■ f' . Koeficijent к uzima vrednosti od 0,92 do 1,0 u zavisnosti
c
od marke betona.
Model propisa CEB-FIP 1978 predlaže vezu za krat-
kotrajno dejstvo opterecenja u obliku kako je prikazano na siici
2.6.
S I . 2.6.
gde su:
6b= fc (kr[-r[a)/[i-f(k-2)rl_
^ b ^ b o  ’ c i a  = 2 j 2  % o 1 k =  1,1 Ejtta/f
(2.3)
(2.4)
Maksimalna dilatacija propisana je u funkciji marke betona tako- 
dje u granicaraa od 3,0 - 3,8%o .
Kod savijanih elemenata sa značajnijim prisustvom poprečne arma­
ture (uzengija) treba uočiti da se mora razlikovati jezgro beto­
na obuhvađeno uzengijama, koje se iznad neutralne linije ponaša 
kao utegnut beton, od zaštitnog sloja kome odgovaraju osobine ne- 
armiranog betona.
Pri opitu na savijanje u fazi opterecenja do dostizanja 
maksimalnog napona f nema razlike u ponašanju utegnutog i neute- 
gnutog betona. Daljim porastom dilataci ja prvo dolazi do otpada- 
nja zaštitnog sloja pri dilatacijama od 3 do 4%0 , dok je jezgro u 
stanju da prenese deo napona uz značajno vede dilataci je.
Na siici 2.7. prikazan je predlog Kenta i Parka za vezu 
za beton utegnut pravougaonim uzengijama.6ь -
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(2.5)
(2 .6)
Za uzlaznu granu krive predložena je kvadratna parabola 
drugog stepena, sa maksimalnom ordinatola f pri dilataciji od 
8 j = 2%o (jednačina 2.5) . Za silaznu granu krive predložena je 
linearna funkcija (jeđnač. 2.6) čiji nagib zavisi od velieine Z, 
koja je definisana kao
z X o } <S 3c 3 +  O ^ e - f g  +
i4Sfc- 1 0 0 0  4  J5к e. -  o;oo2u
U izrazu (2.7) velieine predstavljaju: 
f - čvrstođu cilindra 15x30 cm u MPa
- odnos zapremine uzengija i zapremine 
koje pripada jednoj uzengiji, mereno 
ne uzengije
\) -  širina utegnutog jezgra




Predlog obuhvata uticaj kvaliteta 
ranja uzengijama i uticaj velieine jezgra 





= 0 dobija se
Predlog je 1982. godine modifikovan korekeionim faktorom
koji obuhvata doprinos kvaliteta upotrebljenog čelika za uzengi- 
je ( 6 ^  = granica razvlačenja čelika za uzengije) :
= Ь ft
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lc = U  ^ 6vu
fr
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2.1.4. Veza napon-dilatacija prema Nacrtu pravilnika
о tehničkim normativima za beton i armirani beton
Nacrt našeg novog Pravilnika definiše vezu 0 ^ - 8 ^  , za
opteređenja kratkotrajnog karaktera. kako je prikazano na siici 
2.8. i jeđnačinama (2.12) i (2.13).
S1. 2.8.
II n  f 2 e t





Uzlazna grana krive definisana je kao parabola drugog 
stepena sa temenom koje odgovara dilataciji od = 2%0 , a zatim 
je propisana horizontala do maksimalne dilatacije = 3,5%o.
2.2. ČELIK
Tipična veza napon-dilatacija za čelik koji se upotreb- 
Ijava u armiranobetonskim konstrukcijama (slika 2.9) ispituje se 
pri monotono rastuđoj zatežuđoj sili. Kriva zavisnosti sadrži 
elastični deo sve do dostizanja granice razvlačenja čelika, plas- 
tičnu zaravan i zonu ojačanja u kojoj rastom dilatacija ponovo 
rastu naponi. Modul elastičnosti armature definisan je nagibom 
linearne elastične veze do dostizanja granice razvlačenja i obic- 
no iznosi oko = 2-10° M Pa.
Može se uzetì sa dovoljnom tačnošću da se čelik pri pritisku po 
naša isto kao pri zatezanju.
Uobičajeni računski model za čelik usvaja se kao za elas 
toplasticni materijal (sl. 2.10) s tim sto se može u obzir uzeti 
i zona ojačanja. Propisi vedine zemalja usvajaju bilinearni dijag- 
ram sa ograničenom ili neograničenom đilatacijom u armaturi pri 
naponima jednakim granici razvlačenja.
IILo E ■&'—ск. za (2.14)





U) za L'a. 2^ E2 (2.16)
3. VEZA MOMENT-КRIVINA ZA PRESEK 
ARMIRANOBETONSKOG ELEMENTA
3.1. Krivina u preseku armiranobetonskog 
elementa
Krivina { % )  se u preseku može odrediti, usvajajuđi hipotezu rav- 
nih preseka, iz poznatih dilatacija (si. 3.1), kao :
ctx __ _ S c b  d *  , 2 2
R ~ X ~~ h-x
*  ■ "R ~  ~  "  F I - j f h  ( 3 - 2
Geometrijski, krivina predstavlja veličinu nagiba dijagrama dila­
taci j a .
3.1.1. Krivina u homogenom preseku (faza I)
Ako spoljne sile izazivaju male napone, tako da se ne pre- 
korači nosivost betona na zatezanje, pod predpostavkom da se pri 
tako malim naprezanjima beton ponaša elastično, krivina homogenog
9t =
M
Е ч  J-
gde je J - moment inercije homogenog
U prakticnim proracunima cesto se J 





zamenjuje sa mornentorn iner- 
anemarujuđi pri torn uticaj
'H = __M (3.4)
3.1.2. Krivina u preseku sa prslinom (faza II)
za linearne veze napon-đilatacija u betonu
Ako su spoljne sile izazvale prslinu u preseku, krivina 
se sračunava po izrazu (3.2), s tim što se prethodno određe di- 
latacije ivičnog vlakna betona i zategnute armature.
Za slučaj eksploatacionog opteređenja, kada se još uvek 
može primeniti Hukov zakon i za beton:
6 b = E r et <3.
položaj neutralne linije u preseku za slučaj čistog savijanja je
funkcija geometrijskih karakteristika preseka i odnosa n = E /Е,
a b
i poklapa se sa težištem aktivnog preseka. (Aktivni presek sači- 
njava pritisnuta zona betona, pritisnuta i zategnuta armatura). 
Tada se krivina može izraziti kao :
gde je:
лр _ + _ M
к (3.6)
Jj -j. - moment inercije aktivnog (isprskalog) preseka.
Za presek proizvoljnog oblika J se može odrediti (si.
S I . 3.2.
M=x
1э(3) 3 ^  + (h-xf+ nFa' ( х-а ) 2
(j-c
(3.7)
s tim da se položaj neutralne linije odredi iz uslova ravnoteže.
Rastojanje neutralne linije od pritisnute ivìce betona (x) je
konstantno za nivo napona dokle važi Hukov zakon, pa je J -const.-L X
Na primer za pravougaoni poprečni presek:
x= sfb = k-nu
/ L
- 1 + 1 + - ^2. (  1*1 +  jLl
1 aJ 
JBL / T \
n
(3.9)
Zavisnost momenat-krivina za presek može se, za linearne veze 
prikazati kao kombinacija linearnih funkcija (si. 3.3).
Na si. 3.4 prikazan je odnos momenata inercije preseka sa 
prslinom (Jj j ) i čistog betonskog preseka (J^), kao i odnos mome­
nata inercije homogenog idealizovanog preseka (J ) i čistog be­
tonskog preseka (J^) za slučaj pravougaonog poprečnog preseka, u 
funkciji procenta armiranja zategnutom i pritisnutom armaturom, 
za linearne veze napon-dilatacija u betonu.
SI. 3.4
Kao sto se vidi, krutost preseka sa prslìnom može biti značajno 
manja od krutosti homogenog betonskog preseka, sto je od značaja 
kod proračuna đeformacija statički odredjenih nosača i proračuna 
uticaja u statički neodredjenim nosacìma zbog promene krutosti 
elementa u zonama sa prslinama.
Ako pored momenta savijanja u preseku sa prslinom deluje 
i normalna sila, položaj neutralne linije postaje još i funkcija 
ekscentriciteta normalne sile (e = M/N). Tada se neutralna lini- 
ja u preseku ne poklapa sa težištem aktivnog preseka, tako da 
prvo treba odrediti položaj neutralne linije, zatim težište ak­
tivnog preseka, pa zatim u odnosu na težište sračunati moment 
inercije aktivnog preseka (J ). U torn slučaju važi jednačina 
(3.6) .
Moguđe je, medjutim, uspostaviti vezu u obliku pogodnijem 
za proračun:
X  = - (3.10)
Mc,
gde je:
M - moment savijanja око zategnute armature i
3=x
и 3( K-x + y ) dj+ n F ^ O n - o f )  (x-o/j (3.11)
3.2. Odredjivanje napona, dilataci ja i krivine
u preseku sa prslinom armiranobetonskog ele- 
menta sa nelinearnim vezama napon-dilatacija 
u betonu
Stanje napona i dilatacija za poznat armiranobetonski pre- 
sek opteređen na savijanje ili složeno savijanje može se odrediti 
na bazi pretpostavke о linearnora rasporedu dilatacija po visini 
poprecnog preseka, kompatibilnosti dilatacija betona i armature, 
poznavajudi zavisnost napon-dilatacija za beton i čelik, uz uo- 
bičajeno zanemarenje nosivosti betona na zatezanje i koristeđi 
uslove ravnoteže.
3.2.1. Iterativni postupak za presek 
proizvoljnog oblika
Razmatra se opšti slučaj preseka proizvoljnih geometrij- 
skih karakteristika (sl. 3.5), opteređenog momentom savijanja i 
aksijalnom silom. Presek se izdeli na slojeve, po mogucnosti ek- 
vidistantne. Neka je za svakì sloj "i" definisan na neki način i 
modul deformacije . Koristeci se hipotezom ravnih preseka veli­
eina krivine (ЭС) u preseku i dilatacija težisnog vlakna ( в^) 
mogu se izraziti kao:
M
( EJ)







gde su (EJ) i (EF) zasada nepoznate konstante.
Koristeđi geometrijsku proporcionalnost, dilatacija poje- 
dinog sloja može se izraziti kao
6 : = 7 t  ( 1 - Z  )+£-
M ( )
z
4 “v 4jt ( E J )  { Ji; T CEE)
(3.14)
Za svaki pojedini sloj dilatacija se moze izraziti i kao količnik 
napona i modula deformacije sloja:
e . - A
E;
(3.15)
pri сети se za nelinearne veze napon-dilatacija mora radunati sa
sekantnim moduìom deformacije (E .).J si




© V  ( 2  ei EZ  ( V I )




1 t -t og ■
(3.16)
(3.17)
Vi ' L  ^ i=1
Zamenom izraza (3.14) и uslove ravnoteže dobija se:








M - E E , F t(j, p)|— - ( t -y )f
Da bi ove jednačine bile zadovoljene neophodno je da




sto je и suštini uslov da statički moment zamenjujuce površine 
preseka и ođnosu na težišnu osu bude jednak nuli. Pod pojmom za­
menjujuce površine podrazumeva se proizvod površine i modula de­
formacije. Iz ovog uslova đolazimo do određjivanje težišne ose 
preseka kao:
1  I  E , t  = î  F ,  \  = °1=1 * 1=1 V
,  _ I p i i i




Da bi jednačine ravnoteže bile u potpunosti zadovoljene očigled- 
no mora biti:
CEF) = SE jF j  (3 .23 )
( E J ) =  Z E f j O j - J J *  (3 .24)
Izraz za dilatacije mode se u konačnom obliku napisati k a o :
e; M ( H ) -f- z 3 .25
1=1 V-1
Ako se zeli da iz proračuna iskljuci zategnuta zona betona za 
slojeve preseka koji su zategnuti usvaja se = 0 .
Postupak za proračun je iterativan, polazi se od homoge- 
nog preseka sa konstantnim modulima deformacije za beton i celik 
i sračunaju se odgovarajuce dilatacije za poznate spoljne sile. 
Iz rešenje prve iteracije iz poznatìh veza napon-dilatacija za 
beton i celik odredjuju se sekantni moduli deformacija pojedinih 
slojeva i postupak se ponavlja, sve dok razlike izmedju dve su- 
sedne iteracije ne bude zanemarljivo mala.
Algoritam je detaljno prikazan u referenci / 8 / i pogo- 
dan je za analizu preseka proizvoljnog oblika sa bilo kakvim od- 
govarajuđim oblikom veza napon-dilatacija za beton i čelik.
3.2.2. Analitički izrazi za pravougaone 
poprečne preseke
Za jednostavne oblike poprecnìh preseka, kao sto je uo- 
bičajeni pravougaoni, moguce je do rešenja dodi postavijanjem ana- 
litičkih izraza. Neka su veze izmedju napona i dilatacija za be­
ton i celik predpostavljene kao na si. 3.6. (jednadine 3.26-3.30) .
S I . 3 . 6 .
Л/
V- À ( Æ l  - et2 )V p  c <2- y 0 X 6 b *  € to (3 26)
bo S bo
« V f i  8
6, < 8, ^  S ,
0 0 о o i l
(3 27)
O a = F P  t - a  ^ a , O  =£
6a <: 6V/Ea (3 28)
= ö v 6 v / H a <  £a  «  S s (3 29)
> 6 V + E * ( e a - 6 S ) £ a ?' 6 s (3
.30)
Postaviјajuđi uslove ravnoteže za pravougaoni poprečni presek 




Iz hipoteze ravnih preseka siedi




с  X  Ct (3.33)
(3.34)
*) Izrazi u zagradi važe za slučaj čistog savijanja.
Iz uslova ravnoteže, posle integracije, dobija se
6,б,
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1 ft. , £ to £
bza Sto< ^ £к (з.38)
+
bo
П 2 зе* 12££ f t v 6 2 26tl s e *'bb Ы 'bi
Za poznate spoljne uticaje (M, N) iz uslova ravnoteže mogu se od- 
rediti 6^- i <£^ vodeđi raduna da se naponi u jednadinama 
(3,26. - 3.30) izraze preko odgovarajucih dilatacija.
3.3. Analiza veze moment-krivina za presek 
armiranobetonskog elementa
Oblik zavisnosti moment-krivina je bitna karakteristika 
armiranobetonskog preseka od koje u znadajnoj meri zavisi ponaša- 
nje armiranobetonskog elementa u celini .
Dijagram zavisnosti moment-krivina se naj.je dnos tavni j e mo­
de odrediti tako sto se variraju vrednosti ividnih dilatacija u 
betonu, za svaku od njih se iz izraza (3.37) odnosno (3.33) odre- 
djuju t  i , a zatim iz uslova ravnoteze (3.35) i (3.36) od-
redjuju dilatacija u armaturi i moment savijanja M (odnosno nor-
malna sila N za poznat ekscentricitet e ).c a
Krivina se sračunava, kao što je ranije rečeno, kao
= £\>i +  £ *
К
Na siici 3.8 prikazan je kvalitativno dijagram zavisnosti moment- 
krivìna za presek armiranobetonskog elementa koji je opteređen 
na savijanje, sa nelinearnìm vezama napon-dilatacija.
©  HOMOGEN PRESEK
§ PRESEK SA PRSUNOMSA ZONOM OJAČANJA ĆELIKA 
BEZZONE OJAČANJA ČEL1KA 
Mu-GRANlČNI MOM. NOSIVOSTl 
My-MOM. NA POČETKU PLASTIF. 
ARMATURE
SI . 3.8
Zavisnost moment-krivina za presek sa prslinom (linija (2) ) ni-
je vise linearna ved je krivolinijska (mada dosta bliska linear- 
noj sve dok naponi u armaturi ne dodju do granice razvladenja, 
kada krivina naglo raste). Ako krutost preseka sa prslinom za 
nelinearne veze napon-dilatacija đefinišemo kao
M
onda ona geometrijski predstavlja tangens ugla sečice povučene 
iz koordinatnog početka na krivu zavisnosti. Jasno je da je kru­
tost preseka, pored geometrijskih karakteristika preseka i meha- 
ničkih osobina betona i čelika, još i funkcija velieina opterece- 
nja (momenta savijanja). Krutost blago opada porastom opterecenja 
sve dok naponi u zategnutoj armaturi ne dostignu granicu razvla- 
cenja, kada naglo opada zbog povedanja dilataci ja armature.
Teorijski, lom preseka može biti žilav ìli krt. Krt lom 
nastaje kada dilatacija u betonu dostigne granidnu vrednost pre 
nego dodje do plastifikacije armature. Žilav lom nastaje dosti- 
zanjem granidnih dilatacija betona, ali tek posto armatura dos­
tigne granicu razvladenja. Krt lom je nepodesan jer dolazì naglo,
nenajavljen i ne omogucuje preraspodelu statičkih uticaja kod 
statički neodredjenih nosača zbog male moguđnosti rotacije pre- 
seka. Žilav lorn omogucuje znadajniju preraspodelu uticaja u sta- 
tički neodredjenira sistemima.
Na siici 3.9 prikazani su moguđi sludajevi veze moment-krivina za 
krt lom (linija 1), balansiran lom (linija 2) i žilav lom (linija 
3) . Balansiran lom nastaje kada dilatacije u betonu dostižu gra- 
nidnu vrednost istovremeno kad dilatacija u zategnutoj armaturi
(napon u armaturi dostiže granicu razvladenja).c 6vdostiže С л = P-a
Izbalansiranom lomu odgovara neki procenat armiranja preseka 
ß '  ~ P' В
U presecima u kojima je dolazi do krtog loma, dok
presecima sa JJL < Llg odgovara žilav lom.
Za vezu 6^  - po predlogu našeg novog Pravilnika, pravougao-
nim jednostruko armiranim presecima odgovara procenat armiranja 
( ) za izbalansirani lom
ß
р б  ~ za Č5R Aoo/Aoo
za С 2 4 о / з б о
(3.41)
(3.42)
Ako se u obzir uzme i pritisnuta armatura žilav lom ce se 
ostvariti ako je ispunjen uslov
Д  - j j . 4 (3.43)
Granieni slučaj dat izrazom (3.43) mora se korigovati uvodjenjem 
odgovarajudeg koeficijenta sigurnosti koji bi obezbedio značaj- 
niju moguđnost poveđanja krivine pri lomu.
Mattock /15/ pređlaže da se za praktične slucajeve nosača 
kod kojih računamo na preraspodelu uticaja zadovolji uslov:
, f Oj<2Gß6 / ö v za, CBK 4oo/Soo
LI — <  0 , 5  U,g -  \ v ( 3 . 4 4 )
I 0,50 (3s / 6 y  za C 240/3 So
Predlogoin naših novih Propisa uvedeno je ograničenje
Ц-јЈ.' < 0} \6 S ßs/6v (3-45)
što je dosta niska vrednost koja se nalazi na strani sigurnosti.
3.4. Analiza parametara koji utidu na vezu moment-krivina 
za presek armiranobetonskog elementa
Za analizu je usvojen pravougaoni popredni presek. Veze 
napon-dilatacija za beton i delik usvojene su prema predlogu na- 
ših novih propisa (si.3.10) s tim da nije ograničavana maksimal- 
na velicina dilatacije čelika.
Na siici 3.11. prikazan je uticaj procenta armiranja za- 
tegnutom armaturom. Porastom procenta armiranja postižu se manje 
krivine pri istom momentu savijanja (preseci su krudi). Vrednosti 
granicne maksimalne krivine opadaju porastom procenta armiranja.
SI . 3.11.
Na siici 3.12. vidi se uticaj vrste čelika. Celici sa manjom gra- 
nicom razvlačenja imaju vécu krivinu pri lomu.
Pritisnuta armatura značajno utiče na povecanje krivine pri lomu 
(si. 3.13), naročito pri višim procentima armiranja.
S I . 3.13.
Uticaj marke betona je relativno mali. Kvalìtetniji betoni obez- 
bedjuju preseku nešto vede krivine pri lomu (si. 3.14).
Dijagram na si. 3.15. prikazuje uticaj uzengija na velibinu kri­
vine pri lomu. Vrednosti su sradunate iz veza (2.5) i (2.6). Va- 
riran je ugao nagiba silazne grane krive 6 ^  -  Ел  . Uzengije 
mogu obezbediti postizanje znatno vece krivine pri lomu, uzima- 
judi u obzir da se sradunate velibine odnose na jezgro betona 
utegnuto uzengijama.
Može se zakljuciti da su za ocenu žilavosti preseka naj- 
bitniji parametri vrsta čelika, procenat armiranja zategnutom, 
pritisnutom armaturom i uzengìjama.
Na siici 3.16. prikazana je zavisnost izmedju momenta sa­
vi janja oko zategnute armature i krivine za presek opteređen na 
sioženo savijanje, za različite vrednosti ekscentriciteta normal- 
ne sile pritiska ili zatezanja. U poredjenju sa čistim savijanjem, 
za iste vrednosti momenta savijanja oko zategnute armature, sila 
pritiska utiče na smanjenje krivine u preseku, a sila zatezanja 
je poveđava.
Duktilitet preseka opteredenog na savijanje, ili slove­
no savijanje, definiše se kao odnos krivine pri lomu ( )  i kri- 
vine u trenutku podetka plastifikacije armature ( >&^ ) .
Duktilitet predstavlja meru žilavosti preseka. Što je duktilitet 
vedi, to je sposobnost preseka da se rôtira veda, pri graničnim 
momentima savijanja. Mogućnost rotacije je značajan faktor prera- 
spođele uticaja kod statički neođredjenih nosača.
Za analizu je izabran pravougaoni poprečni presek, opte- 
reden na savijanje, sa vezama napon-đilatacija za beton i čelik 
po predlogu naših novih propisa, bez ogranidenja dilatacije ar­
mature .
Granicna krivina (^ u ) sradunava se iz dostignute granid- 
ne dilatacije betona, a krivina u trenutku podetka plastifikaci- 
je armature ( )  iz dostignutih dilatacija u armaturi s »  - 
= бу-/ Е л , u svemu prema postupku u odeljku 3.2.2.
Na siici 3.17. i 3.18. prikazana je velidina duktiliteta, 
za pravougaoni popredni presek, u funkciji procenta armiranja za- 
tegnutom i pritisnutom armaturom, za glatki i rebrast delik, za 
MB 30 i 40 .
Kao sto se iz dijagrama vidi, predlog naših novih propisa 
zahteva vrednosti duktiliteta D ^  6 za Č240/360 i D/t 4 za ČBR 
400/500, da bi se omogućila preraspodela uticaja u staticki neod- 
redjenim nosadima, Predlog Mattock-a zahteva D^ . 3, praktidno ne- 
zavisno od vrste celika, pod uslovom da se primeni na usvojene 
veze napon-dilatacija po našem predlogu novih propisa.
SI . 3.18.
4. EFEKTIVNA KRUTOST ARMIRANOBETONSKOG ELEMENTA
4.1. Veza moment-krivina za armiranobetonski štap
Razmatra se deo armiranobetonskog štapa, konačne durine, 
konstantnih i geometrijskih karakteristika (oblik i dimenzije 
preseka, veličina i položaj armature u preseku) opterecen kon­
st antnim momentom savijanja (si. 4.1) .
Ako je moment savijanja (M) veci od momenta pojave prsline (M ) 
dolazi do formiranja prslina duz delà štapa na približno ekviđis- 
tantnom rastojanju. U preseku sa prslinom sve napone zatezanja 
preuzima armatura, a na đelu izmedju prslina u prenošenju napona 
zatezanja suđeluje u odredjenoj meri i zategnuti deo betonskog 
preseka, na koji se deo sile zatezanja iz armature prenosi preko 
napona prijanjanja.
Naponi u pritisnutom delu betonskog preseka takodje se me- 
njaju duž štapa i najveđi su na mestu preseka sa prslinom, gde 
je neutralna linija najbliža pritisnutoj ivici betona. Izmedju 
prslina neutralna linija je niža, a kako u uslovima ravnoteže u~ 
destvuje i deo betona koji nosi zatezanje to su ividni naponi 
pritiska izmedju prslina nešto manji.
Ako je krivina u preseku definisana izrazom (3.6) onda je 
jasno da se ona menja duž štapa, da je najveca u preseku sa pr­
slinom gde iznosi
M p ©  c©a,
A  H
a nešto je manja u presecima izmedju prslina.
(4.1)
Ako krutost elementa izrazimo kao kolidnik momenta i kri­
vine E 3 - —  ~ 7 t (4.2)
jasno je da se ona menja obrnuto proporcionalno krivini, tj . da 
je najmanja u preseku sa prslinom (Е^Ј ), a nešto veda izmedju 
prslina.
Logidna aproksimacija je da se umesto promenljive krutosti 
duz dela štapa opterecenog konstantnim momentom savijanja, usvo- 
ji neka osrednjena konstantna krutost - efektivna krutost (E^Jp^), 









Efektivna krutost je očigledno nešto veda od krutosti preseka sa 
prslinom, jer obuhvata i udeo zategnutog betona izmedju prslina 
i moze se smatrati da ona predstavlja realnu krutost dela štapa, 
Na siici 4.1 prikazana je promena napona u armaturi i beto- 
nu, promena krivine i promena krutosti za razmatrani deo štapa.
Za slučaj da je moment savijanja na delu štapa manji od mo 
menta pojave prve prsìine za efektivnu krutost tog dela stapa se 
može usvojitì krutost betonskog preseka (tačnije: idealizovanog 
preseka)
~  (4.4)
Na siici 4.2 prikazan je deo štapa konstantnih i geometrijskih 
karakteristika, pod dejstvom promenljivog momenta savijanja duž 
ose .
Formiranje prslina na delu štapa gde je M > M je takvo da su pr- 
sline gušde u podrudju vécih momenata. Sadejstvo zategnute zone 
betona je u podrudju gusto rasporedjenih prslina manje. Za izra- 
zito velike raomente, koje se bliže momentu nosivosti preseka, za- 
tegnuta zona betona praktično nema uticaja zbog izrazitih prslina. 
tako da efektivna krutost teži krutostì preseka sa prslinom. Sma- 
njenjem momenta udeo zategnutog betona je veci pa je i efektivna 
krutost veda.
Na siici 4.2. prikazan je raspored napona u betonu i armatu- 
ri, velidina krivine, stvarna krutost i efektivna krutost za štap 
duž кода se тепja moment savijanja.
Može se zaključiti da velidina efektivne krutosti štapa, 
sa kojom treba vršiti proradun deformacijskih velidina, nije vise 
samo funkcija geometrijskih karakteristika štapa, mehanidkih oso- 
bina betona i celika, ved je i funkcija velieine opteredenja, kao 
posledica pojave prslina đuž štapa. U slucaju proizvoljno optere- 
denog štapa duž кода se moment savijanja menja, efektivna krutost 
je promenljiva od preseka do preseka do preseka. Dakle, armirano- 
betonski štap se mora tretirati kao štap promenljive krutosti.
Na siici 4.3. data je geometrijska interpretacija efektivne kru­
tosti štapa. Neka linija ©  predstavlja zavisnost moment-krivi- 
na za homogen betonski presek. Sve dok je M < M krutost štapa se 
poklapa sa krutošdu homogenog preseka.
za M ^ M-j
V e f  = E t,3 t
(4.5)
Za izrazito velìku vrednost momenta (M) koji ođgovaraju početku 
plastifikacije zategnute armature krutost štapa teži, krutosti pre- 
seka sa prslinom.
Ј е г^ = za M  = (4.6)
Za vrednosti Мт < М <М^. veza moment-krivina može se predstaviti 
krivom (D . Efektivna krutost jednaka je tangensu ugla sečice 
na krivu (з)
za M I < M < M J ,4.7 )
Za definisan oblik krive (3) vrednosti efektivne krutosti se mo- 
gu lako izraziti analitički. Deo površine izmedju krivih (2) i 
(3) predstavlja udeo zategnutog betona izmedju prslina na ve- 
liči'hu krutosti štapa.
4.2. Predlozi za proračun efektivne krutosti 
za nivo opteredenja do plastifikacije 
armature
Branson 1963 - predlaže usvajanje efektivne krutosti u obliku ko­
ji zadovoljava uslove E, J E, JT_ za M Мт i E, J „ = E, J, zaJ J b e r b l l  I b e f b b
M ^ M
= E jb°I ЕЛ za  M^ Мд- (4.8)
za Mj ^ M < My (4.9)
gde je m = 3 - 4. Geometrijska interpretacija data je na siici 4.4.
Beeby 1968 - predlaže bilinearni dijagram moment-krivina koji se 
odredjuje iz tri karakteristične tačke: (0,0), (M^ ., М /EbJb ) i
(Му, My/Eb J-j. ^ ) , kako je prikazano na siici 4.5:
Efektivna krutost se može izraziti kao





Za M  ^  Mj (4.10)
(4 .ii)
Ivkovid 1971 - na osnovu osrednjavanja dilataci ja u betonu i ar- 
maturi izmedju dve uzastopne prsline predlaže trilinearnu zavis- 
nost moment-krivina (sl.4 .6 )
S1 . 4.6.
E k 3ef - ^
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gde je za slučaj čistog savijanja = 3 , 3  za glatki čelik ođno- 
sno c£ = 3,67 za rebrast čelik. Velieina krutosti preseka sa pr- 
slinom EbJIT* obuhvata i nelinearnost veze napon-dilatacija u 
betonu.
Дыховичнь5И 1978 . - je dao pogođan pređlog za vezu moment-krivina u 
vidu kontinualne krive (sl. 4.7.), što ima znacajnih prednosti 
zbog moguđnosti analitičke integracije.
+ ß М2sgìi M (4 .1 5 )
H  Л
sjr\ M = -  1 (4 .1 6)
Kriva prolazi kroz koordinatni početak i u njemu tangira pravu 
koja pređstavlja vezu moment-krivina za homogen betonski presek; 
i prolazi kroz tačku (Му, М^/Е^Јј j). Prvi deo izraza (4.15) pred- 
stavlja krivinu elastičnog homogenog betonskog štapa, dok drugi
deo preds tavlj a prirast krivine usled pojave prslina. 
Efektivna krutost se može izraziti kao :
t  ^ ef -
1 +
J t
d L  (Љ.
Mv 4 O x
(4.17)
4.3. Uporedna analiza velieine efektivne 
krutosti za navedene predloge
Za armiranobetonski štap pravougaonog poprečnog preseka, 
jednostruko armiran, opteređen na cisto savijanje, prikazana je 
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Evidentno je da po obrazovanju prslina, porastom momenta savi- 
janja krutost naglo opada da bi težila ili se izjeđnačila sa kru- 
tošću isprskalog preseka.
4.4. Proračun đeformacija armiranobetonskih 
elemenata opteređenih na savijanje pod 
đejstvom kratkotrajnog opteredenja
4.4.1. Veza opteređenje - ugib
Istraživanja vršena u cilju utvrdjivanja veze opteredenje- 
ugib za savijane elemente đovela su do kvalitativnog oblika veze, 
kako je prikazano na siici 4.9.
Porastom opteredenja od nule do loma odnos opteređenje - 
ugib prolazi kroz nekoliko karakterističnih faza:
- faza I - element radi bez prslina, tako da krutost eie- 
menta čini idealizovan presek. Odnos ugib - opteredenje je line­
ar an . Ova faza je ograničena intenzitetom opterećenja P , koje 
odgovara pojavi prve prsline.
- faza stvaranja prslina - povedanjem opteređenja preko 
Pj stvaraju se duž nosača prsline cime praktično opada krutost 
elementa na savijanje. Veza opteredenje-ugib znatnije odstupa od 
linearne. Sa izvesnim stepenom opterecenja P* stvara se osnovna 
mreža prslina koja odgovara stabilizovanom stanju prslina.
- faza II - daljim povedavanjem opteredenja ne remeti se
osnovna mreža prslina, jer naponi prijanjanja ne mogu da prenesu 
dovoijno veliku siiu zatezanja sa armature u preseku sa prslinom 
na beton izmedju dve prsline, kako bi se omogucilo stvaranje no­
ve prsline. Element menja svoju krutost od preseka sa prslinom, 
gde mu krutost dini aktivni presek: pritisnuti deo betonskog pre­
seka, pritisnuta i zategnuta armatura, do preseka izmedju prslina 
gde na velieinu krutosti utide i sudelujudi deo zategnutog beton­
skog preseka. Udeo sudelujuceg zategnutog delà betonskog preseka 
izmedju dve prsline na krutost preseka mora se uzeti u obzir pri 
proračunu deformacija. Eksperimenti pokazuju, medjutim, da je za- 
visnost veze opteredenje-ugib bliska linearnoj,
- faza loma - daljim povedavanjem opteređenja, dolazi pri 
odredjenoj veličini opteređenja do plastifikacije armature u pre­
seku, tako da ugibi naglo rastu uz minimalan priraštaj opterede- 
nja što praktično znači da se krutost elements naglo smanjuje.
4.4, 2. Predlozi za proračun deformacijski velibina 
istorijski pregled
Maney, 1914 - prediale za proradun ugiba izraz
к L2 Ma,1f i  ~ (4.18)
gde je J - moment inereije aktivnog isprskalog preseka uzet duž 
celog raspona, odnosno
Vf =
6"я + П  6^ b к L
d (4.19)
gde su Sa i 6”^ naponi u zategnutoj armaturi i pritisnutom ividnom
betonskom vlaknu u maksimalno opterecenom preseku sa prslinom, a
n = E /Е, . a b
Swain, 1924 - pređlaže za velieinu krutosti
( 4 - 20)
Jednacina (4.20) je bazirana na krutosti isprskalog preseka, a iz- 
vedena je iz veza
M £ <x &a
a, ~ f= j—/
M=6-aE h ( u f  ) (4.21)
h x 1 a
Murašev, 1940. - u želji da proradunom obuhvati i uticaj zategnu­
tog dela betona izmedju prslina uvodi u proradun povedanì efektiv- 








w = 0,9 w _j. 
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- preporuduje sledeđe proračunske 
za slobodno oslonjenu gredu 
za jednostrano uklještenu gredu 





gde je w ugib sradunat sa krutošđu isprskalog preseka duž celog 
nosada.
Yu i Winter, I960. - preporucuju dva metoda:
a) Za proste grede uzeti duž celog raspona = J prese­
ka u sredini raspona, odnosno za kontinualne grede đuž dela gde 
su pozitivni momenti uzeti J preseka sa max M, a gde su momenti 
negativni uzeti duž celog delà J preseka sa min M.
b) Za uzimanje u obzir uticaja zategnutog dela betona, vređ- 
nosti dobijene po metodi a) umanjiti mnozenjem sa faktorom /4jy ,









bd ( d - x )
(4.24)
(4.25)
CEB 1961, 1968 - preporučuje metodu zasnovanu na približno biline- 
arnoj vezi moment-ugib, eksperimentalno dokazanoj, za elemente op- 
teredene na savijanje. Predpostavlja se da do dostizanja opterede- 
nja koje izaziva pojavu prve prsline ceo štap ima konstantnu kru- 
tost E^J^, a po pojavi prve prsline ceo štap ima konstantnu redu- 
kovanu krutost, uz ogranidenje da ukupan ugib ne mode biti vedi 
od ugiba sradunatog sa krutošću isprskalog preseka uzetog duž ce­
log nosada od podetka nanošenja opterecenja (si. 4.10.a)
Praktidno znaci da za vrednost ugiba treba uzeti manju od 
dnosti :
W = min
М п - М т
^1 + W2= ^  ^
w, =  kL2 - i k
EbJi
Mx







ACI 1974. - predlaže da se velieina ugiba može nađi kao: 
(si. 4.1 0 .b):
= VA, d W 2 =  kl
2 M T . , ,2 Mfl-Mp
ЕЛ
+ kL (4.29)
Dakle, pretpostavka je da do dostizanja opteređenja koje izaziva 
Dojavu prslina ceo štap ima konstantnu krutost Е^Ј^, a po pojavi 
prslina ceo štap ima konstantnu krutost E^J .
Oba ova predloga (СЕВ, ACI) vezana za bilinearnu vezu mo- 
ment-ugib imaju taj nedostatak što ne prate promenu stvarne kru- 
tosti duz nosaca.
4.4.3. Aktuelni predlozi za proračun đeformacija
S obzirom na dinjenicu da je krutost armiranobetonskog šta- 
pa funkeija geometrijskih karakteristika štapa, mehanidkih osobi- 
na materijala i velidine opteredenja (presednih sila) proradun 
deformaeija se svodi na postupak proraduna deformaeije štapa sa 
promenljivim poprednim presekom.
Kod statidki odredjenih sistema, gde je za svaki nivo op-
teređenja poznata raspođela presednih sila, koriste se poznate 
metode za proračun deformacija iz teori je elastičnosti, s tim 
što za svaki presek štapa treba određiti efektivnu krutost iz 
poznate veze moment-krivina, na način kako je prethodno prika- 
zano. Najdešde se koristi princip virtualnih siia, koji daje, uz 
zanemarenje uticaja transverzalnih i normalnih sila, relaciju:
п MM,
S  = cis = ds (4.30)
Pri ovome se obidno prìmenjuje metod numeričke integracije.
4.4.4 . Neke specifičnosti pri proradunu 
deformacij a
S obzirom na činjenicu da je krutost štapa funkcija veli- 
cine opteređenja jasno je da princip superpozicije ne mode da va- 
zi (si. 4.11) jer ni j e zadovoljen uslov: ■
S I . 4.11
Neka je :
6 .
ój - deforrnacija sradunata od opteredenja q
ò<i -  deforrnacija sradunata od opteredenja q
- deforrnacija sradunata od opteredenja q +
tada je :
М 2 *  S p s 2
zbog toga sto je krutost elementa za zbirno opteredenje 




Konstrukcije su u praksi opterecene kako stalnim tako i ko- 
risnim opterecenjem. Cesto je neophodno da se odredi ugib samo od 
korisnog opterecenja, nezavisno od dejstva stalnog opterecenja. 
Neka je u tom slučaju:
C^j - deformacija sračunata od opteređenja q
deformacija sračunata od opterecen ja q + q ?
'r^rast od opterecenja q ? se može nađi kao:
5. PONAŠANJE ARMI RANOBETONS К IH LINIJSKIH 
ELEMENATA POD OPTEREĆENJEM BLISKIM LOMU 
(FAZA III)
5.1. Plastični zglob u armiranobetonskim 
elementima
Rod armiranobetonskih elemenata čiji preseci đoživljavaju 
duktiian lorn, dijagram zavisnosti moment-srednja krivina izgle- 
da realno kao na siici 5.1.
Radi analize se razmatra nosad sistema proste grede, optereden 
koncentrisanom silom u sredini raspona. Nosad je konstantnih geo- 
metrijskih karakteristika duz celog raspona. Neka je u preseku u 
sredini grede dostignut granicni momenat M (odnosno krivina *3vu).
Na nosadu se razlikuju tri zone. U prvoj zoni, u blizini oslonca, 
gde je M < M^ _ nosad se ponaša elastidno i raspored krivine je li- 
nearan (proporcionalan momentu savijanja). ü zoni M < M < do- 
lazi do vedeg prìrasta krivine (nelinearne) usled formiranja prs- 
lina na nosadu. Prìrast krivine odgovara približno efektivnoj 
krutosti nosaca. U zoni M^.< M < ,  koja je po pravilu male đužine, 
jer je granidni momenat (ako se zanemari zona ojadanja delika) sa­
mo malo vedi od momenta plastifikacije armature, dolazì do naglog 
prirasta krivine usled razvlacenja armature. Ova zona nosaca, du- 
žine 1 , u kojoj dolazi do novog porasta krivine pri prakticno 
konstantnom momentu savijanja naziva se uobidajeno plasticai zglcb, 
jer ima neke osobine koje odgovaraju stvarnom zglobu.
Racunske idealizacije koje se uvode radi analize realne ve- 
ze moment-krivina svode se na tri uobicajena oblika prìkazana na 
siici 5.2 ,a ,b ,c .
Idealizacija a) usvaja trilinearni dijagram moment-krivina i naj- 
približnija je realnoj vezi. Krivina odgovara efektivnoj krutosti .
Idealizacija b) usvaja bilinearnu vezu moment-krivina tako 
da krivina odgovara krutosti preseka sa prslinom dud del cl štapa 
па коше je moment manji od momenta plasticnosti. Ovakav oblik 
veze se cesto upotreblja kod sludaja ponovljenih opteredenja, ka- 
da su se na nosaču pri prethodnom opteređenju veđ pojavile prsline 
Idealizacija c) usvaja takodje bilinearnu vezu moment-sred- 
nja krivina, samo zađržava u kritičnom preseku konstantan momenat 
savijanja jednak momentu plastičnosti.
Radi analize primenimo klasičnu Morovu analogiju na armira- 
nobetonski nosač prikazan na siici 5.3. Neka je u preseku nosada 
u sredini raspona dostignut granidni moment savijanja. Ugib nosa­
da mode se nadi kao dijagram momenata, a nagib kao dijagram tran- 
sverzalnih sila fiktivnog nosaca koji je opterecen fiktivnim op- 
terecenjem jednakim krivini nosada.
SI. 5.3.
Velidina ukupne deformacije mode se nadi kao zbir elasticne 
(za homogen presek), dodatne deformacije usled razvoja prslina na 
nosadu i plastidne deformacije prouzrokovane naglim povecanjem 
krivine u zoni plastifikacije armature. Plastidna deformacija,
zasebno posmatrana, po obliku odgovara postojanju zgloba u kri- 
tičnom preseku, jer dolazi do narušavanja kompatibilnosti obrta- 
nja u kritidnom preseku (dolazi do promene ugla obrtanja levo i 
desno od kritičnog preseka).
Dakle, u armirano betonskom elementu plastidni zglob može 
preneti granidni momenat ali se po deformacijama ponaša slično 
zglobu po dostizanju momenta plastidnosti.
U praksi, u metodama limit analize, najdešce se koristi bi- 
linearna idealizacija koja prikazuje deformacijske velieine kao 
zbir elastidnih (radunato sa krutošcu isprskalog preseka EJ^_T duž 
raspona) i plastidnih. Pri tome se i moment plastidnosti mode ra­
dunati sa linearnim vezama napon-dilatacija u betonu, jer su za 
duktilne preseke dilatacije betona, u trenutku podetka plastifi- 
kacije armature, relativno male.
5.2. Kapacitet rotacije plastidnog zgloba
Podrudje u коше se razvija plastidna krivina, 
najdešđe se idealizuje konstantnom krivinom 
tnom dužinom 1 ' (si. 5.4), tako da je:
ty<2o/





Time se uvodi pojam redukovane dužine plastidnog zgloba, 
duž koje se mode predpostaviti konstantna vrednost plasticne kri- 
vine pri granicnom stanju štapa.
/ Cbu к
Moguca veličina obrtanja plastidnog zgloba (kapacitet rota-
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Izraz vazi za obrtanje sa jedne strane plastidnog zgloba. 
Kao sto se iz izraza vidi moguđnost rotaeije plastidnog zgloba 
je ogranidena i zavisi od velidine granidne krivine pri lomu, 
krivine na podetku plastifikacije armature i đužine plastidnog 
zgloba (posredno duktiliteta D ) .
5.3. Faktori koji utidu na kapacitet 
rotaeije plastidnog zgloba
Veliki broj eksperimentalnih istraživanja izvršen je da bi 
se ustanovili faktori koji utidu na kapacitet rotaeije plastidnog 
zgloba,
Mattock /15/ je izvršio seriju fundametalnih ispitivanja 
varirajudi paramétré: kvalitet betona, visinu nosada, procent i 
kvalitet armature i rastojanje od mesta plastidnog zgloba do mes­
ta nultog momenta (velieina zone momenta duž nosaca sa istim zna-
кот). Eksperimentalni program je obuhvatao ispitivanja slobodno 
oslonjenih greda opteredenih koncentrisanom silom u sredini ras- 
pona, kako bi se dobili rezultati koji odgovaraju osionačkom pre- 
seku kontinualnih greda (zona negativnih momenata). Ispitivanja 
su dala sledeđe rezultate:
1. Za dati raspon, krivina pri granidnom stanju opada sa 
porastom procenta armiranja zategnute armature (što je pokazano 
u analizi veze moment-krivina), a raste sa porastom procenta ar­
miranja pritisnutom armaturom.
2. Za dati procenat armiranja i visinu grede granidna kri­
vina u polju proste grede (osloncu kontinualnog nosaca) opada 
kako rastojanje z od tacke kontrafleksije raste, i tedi granid- 
noj krivini koja se ostvaruje pri konstantnom momentu duž elemen- 
ta (si. 5 . 6 ) .
Mode se zakljuditi da je promena granicne krivine, s obzi- 
rom na vezu c
C W
X *
posledica promene maksimalne ivicne dilatacije pritìsnutog beton- 
skog vlakna u funkciji rastojanja z. Činjenica da je granidna di- 
latacija ividnog pritisnutog betonskog vlakna zavisna od promene 
momenta duž nosaca, odnosno od dužine zone na kojoj moment savija- 
nja ima isti znak, nije od presuđnog znadaja za odredjivanje mo­
menta loma. Zbog relativno male promene kraka unutrašnjih sila u 
preseku, пета bitne razlike u velidini granicnog momenta u funk-
ciji maksimalne dilatacije ivičnog vlakna. Medjutim, veličina mak- 
simalne dilatacije betona značajno utiče na đuktilnost, odnosno na 
sposobnost plastične rotacije.
Mattock predlaže da se za elemente opteređene na cisto sa- 
vijanje usvoji granična dilataci ja pritisnutog betonskog vlakna:
£ ^ =  3%o = 0 .003 (5.3)
dok za kontinualne gređe, dakle za elemente duž kojih postoji pro­
mena momenta savijanja, predlaže:
^U,= 0,003 + 1,27/z , z/cm/ (5.4)
Ove vrednosti su donje granice vrednosti dobijenih opitima i na 
strani su sigurnosti (sl. 5.7).
Plastične deformacije, kako je rečeno, nisu koncentrisane u 
preseku u kome je dostignut granicni momenat, vec se prostiru na 
odredjenoj dužini l^. Ispitivanja sprovedena do danas ukazuju da 
je dužina plastičnog zgloba funkcija dva bitna paramétra: odnosa 
z/h (rastojanja od tačke kontrafleksije i visine nosača) i pro- 
centa armiranja preseka.
Mattock je u svojim istraživanjima razvoj plastičnog zgloba 
razmatrao tako što je uporedjivao veličinu ukupnog plasticnog ob- 
rtanja ( ) na dužini z (sl, 5,3.c) i plastičnog obrtanja (^Рц )
koje se odigrava na dužini h/2, mereno od preseka sa max M. Ukup- 
no plastično obrtanje može se izraziti kao:
(О л i- WAX vJpl  
t £ i = are la----- —j -
gde je max w  ^ razlika ukupnog merenog ugiba i elastičnog ugiba 
sračunatog sa krutošđu isprskalog preseka duž nosača.
Plastično obrtanje sračunavano je iz srednje plastične




Pri tome se srednja plastična krivina dobijala kao razlika merene 
totalne krivine na dužini h i elastične krivine koja odgovara 
krutosti isprskalog preseka.
Odnos ,T>0{ / je uvek veci od jedinice i predstavlja prak-
tično meru redukovane dužine plastičnog zgloba, zbog :
%i =




Mattock-ova istrazivanja prikazuju zavisnost 9 ^  / i 





Mattock predlaže sleđecu zavisnost izmedju dužine plastičnog zgloba 
(sa jedne strane preseka) i visine nosača:
1) 1-




U izrazu je јл^ sračunato sa S -  0,003 i radnim dijagrarnom za be-
I nt
ton prema ACI propisima.
Corley /1 4 / je nastavio Mattock-ova istrazivanja s ciljem da 
ispita dodatne paramétré koji utiču na kapacitet rotacije, kao što 
su efekat utezanja betona uzengijama i efekat velieine preseka. Za 
graničnu vrednost dilatacije pritisnutog ivičnog betonskog vlakna 
Corley pređlaže:




gde je b - širina preseka,
j3 - procent armiranja uzengijama uključujuđi i pritis 
5 armaturu,
6 ™ -  granica razvlacenja čelika za uzengije.
Za dužinu plastičnog zgloba Corley predlaže 
, 5 / l - n c l ,  ,
nu tu
E p /2 — Cj 5 к + — • Z
f a
к E/one J (5.12)
U diskusij i u vezi Corley-jevih istraživanja Mattock Дб / daje ko-
rekciju svojih predloga u vidu :
£ = o,oo3 + o;o£-| + o;2 §.'bu, 




Baker / 23/ predlaže sledeđe vrednosti za đužinu plastičnog zgloba:
Za elemente bez uzengija ,
tp/2 = (5 .15
koeficijent k^ = 0,7 za meki čelik, odnosno 0,9 za hladno obra-
djen celik
к 2 - 1 + 0,5 P /P gde je P normalna sila u elemental,
a P,. - granična normalna sila bez savijanja.
■ 3 = 0,6 - 0,9 za MB 35 do MB 22
Za maksimalnu dilataciju u betonu za elemente bez uzengija Baker
prealaze
61 = 3,5%o .
pit
Za element sa uzengijama
^p/2 = 0/8 k 1 -k3« (z/h) • Xu
gde je x položaj neutralne linije pri graničnom momentu, i
10£ta= Oj 0015 [-1+150 ^ s+ (0,7-|O j^)^- j «0,01 
Sawyer / 35/ pređlaže za dužinu plastičnog zgloba izraz :





Na osnovu istrazivanja elemenata utegnutih uzengijama Scott, 
Park i Priestley / 7 / pređlažu za granicnu vrednost dilatacije u 
betonu izraz:
er,.
e bu= o ,o o 4 + °,9p vu
3 00 6 Vl, [ M R x ] (5.19)
Ispitivanja uticaja tipa konstrukcije i coteređenja na đužinu plasticnog 
zgloba i granicnu dilataciju betona su još uvek aktuelna i nisu do danas pružila 
konačne odgovore.Zato u razmatranju ovih problema treba koristiti pretpostavke 
ko j ima se osta je na strani sigumosti.
6 . UTICAJ TRANSVERZALNIH SILA
Veđina elemenata u armiranobetonskim konstrukcijama izlo- 
žena je uticaju transverzalnih sila. Ove sile se javljaju uglav- 
nom u kombinaciji sa momentiina savijanja, pa je neophodno pozna- 
vanje njihovog uzajamnog dejstva na nosivost elementa,
Istraživanja koja su se vršila još od kraja prošlog veka 
pa do danas nisu još uvek dala kompletan odgovor na pitanja no- 
sivosti elemenata izloženih dejstvu transverzalnih sila. Razlog 
tome je velìki broj parametara koji utìce na nosivost elementa: 
vrsta armature, procent armiranja, kvalitet betona, oblik popreč- 
nog preseka, velieina poprečnog preseka, velieina zone izložene 
smičućim naponima, tip armature za osiguranje, velìcina,raspored 
i položaj armature za osiguranje, tip opterecenja, statički sis- 
tem elementa i d r .
6.1. Osnovni mehanizam prenošenja transverzalne sile 
u armiranobetonskim elementima bez transverzalne 
armature
U zonama velikih transverzalnih sila glavni naponi zateza- 
nja izazivaju kose (dijagonalne) prsline.
Si . 6.1.
Na siici 6.1. prikazan je deo armiranobetonskog elementa duz ko- 
jeg je transverzalna sila konstantna i na kome su se javile di- 
jagonalne prsline. Ukupna transverzalna sila V prenosi se kombi- 
nacijom:
1. Transverzalne sile V duž pritisnute zone betonac ^
2. Transverzalne sile koja se prenosi preko zategnute 
armature
3. Vertikalne komponente V smičuđih napona koji se pre- 
nose preko dodira zrna agregata duž prsline.
d a c v '
Radi uprošđenja, može se usvojiti da je pravac sile koja se pre­
nosi preko dodira zrna agregata odredjen tadkama delovanja rezui- 
tujucih sila pritiska u betonu i zatezanja u armaturì. U tom slu- 
daju moment savijanja na rastojanju x od oslonca je:
M= \j- X = (Z + У д - с%об)гг (6.2)
Ako se zanemari deo smičuce sile koja se prenosi preko zategnute 
armature (V^ = 0), što je opravđano u slutaju kada nema uzengija, 
siedi
M = Z . z (6.3)
Važno je primetiti da moment i sila zatezanja odredjeni prema iz- 
razu (6.3) ne deluju u istom preseku elementa. Zatezanje u arma- 
t u n  na rastojanju (x - z . ctg c C ) od oslonca odgovara momentu 
savijanja na rastojanju x. Povedanje napona u zategnutoj amaturi 
zavisi od ugla nagiba prsline. Ono se uzima u obzir kada se od- 
redjuje velieina zategnute armature (uobicajeno pomeranje linije 
zatežuđih sila).
Iz poznate veze izrnedju transverzalnih sila i momenta savi­
janja duž grede, uvodedi vezu (6.3) siedi
dM _ d Z  y d z
dx ~ dx dx (6.4)
Prvi deo izraza = z . dz/dx izražava ponašanje prizmatidnog 
štapa u коте sila zatezanja u armaturi deluje na konstantnom kra- 
ku unutrašnjih sila duž štapa, kako bi bio uravnotežen spoljni 
moment savijanja (što je uobidajena predpostavka u teoriji ela- 
stidnosti),
Clan dZ/dx = q predstavlja promenu sile zatezanja na jedinidnoj 
dužini i pod uslovom da je z = const, izraz
predstavljà jeđnadinu distog grednog sistema. Jasno je da ovo up- 
rošćenje važi samo ako se promena sile zatezanja mode efikasno 
ostvariti preko napona prijanjanja izmedju zategnute armature ±  
okolnog betona.
Kada je iz nekih razloga prijanjanje izmedju zategnute ar­
mature i betona potpuno narušeno, sila u zategnutoj armaturi Z 
se ne mode menjati (ostaje konstantna), tako da je dZ/dx = 0.
Pod ovim uslovom sila V se mode preneti samo preko zone pritiska 
u betonu koja menja nagib. Ovaj ekstremni sludaj se izradava pre­
ko drugog dela izraza (6.4)
-  7. (6.6)
d x
i predstavlja praktidno "dejstvo luka" oformljenog od pritisnute 
zone betona sa zategom od zategnute armature .
U armiranobetonskim gredama naponi prijanjanja, koji bi o- 
bezbedili cisto gredno dejstvo, ne mogu se ostvariti u realnosti, 
tako da se oba moguca mehanizma (gredni i lučni) ostvaruju u kom- 
binaciji. Udeo svakog od mehanizama zavisi od kompatibilnosti de- 
formacija koje se ostvaruju u funkciji različitih nivoa optere- 
đenj a .
6.1.1. Gredno dejstvo
Prsline prouzrokovane opteredenjem dele zategnutu zonu be­
tona na vedi broj blokova. Svaki od blokova mode se shvatiti kao 
konzolni štap koji je ukiješten u pritisnutu zonu betona u visi- 
ni neutralne linije, a slobodan je na strani zategnute armature.
Za slucaj da se transverzalna sila prenosi u celini na na- 
din koji odgovara distom grednom nosacu ukupna smiduda sila mora 
biti preneta preko ovih konzolnih nosaca (si, 6.2) .
Na konzole deluju:
1. Smiduda sila A Z  = - Z? koja je posledica razlike
sile zatezanja izmedju susednih prslina.
2. Pomeranja koja se ostvaruju na stranama prsline prouz- 
rokuju napone v , i v 0 , koji se prenose preko dodira 
zrna agregata.
3. Pomeranja prouzrokuju i sile smicanja koju prenosi za-
tegnuta armatura i •
4. Na uklještenom kraju bloka javlja se normalna sila P, 
transverzalna sila H i moment da bi uravnotežili si­
le na bloku.
Ispitivanja su pokazala da se najviše око 20% sile Л Z mo-
že uravnotežiti đejstvom momenta M , s obzirom na malu dužinu uk-c
lještenja i malu nosivost betona na zatezanje. Ne vise od 25% 
sile A. z uravnotežuje se sila i u zategnutoj armaturi,
a oko 50 - 70% preuzimaju naponi v , i v 0 .
Maksimalni kapacitet otpornosti grednog dejstva (dodir zr- 
na agregata, smicanje zategnute armature i otpornost na savijanje 
uklještenja) se ne javlja u zbiru pri opterecenju bliskom lomu. 
Razvoj kosih prslina redukuje zonu uklještenja konzola, što pro- 
uzrokuje velike rotaci je slobodnog kraja konzole, pa se udeo za­
tegnute armature može izostaviti. Veđina opteredenja prenosi se 
preko dodira zrna agregata. Povecanje napona smicanja dovodi do 
poveđanja zatezanja u ukljestenju, i do daljeg razvoja prslina 
koje konzola ne mode da izdrzi, pa dolazi do naglog loma.
Uobicajeno je (i ušlo je u propise vise zemalja) da se dej- 
stvo dodira zrna agregata i smicanje zategnute armature zanemaru- 
ju u odnosu na nosivost pritisnute zone betonskog preseka. 
Eksperimenti, medjutim, pokazuju da pritisnuta zona betona iznad 
dijagonalne prsline prenosi max 25 - 40% ukupne smičude sile. Os- 
tatak sile mora biti prenet opisanim mehanizmom ispod neutralne 
linije. Kada otkade dodir izmedju zrna agregata i smicanje za-
tegnute armature, pritisnuta zona betona nije u stanju da prenese 





slučaj je prenos transverzalne sile preko 
je prikazan na siici 6.3.
Zategnuta armatura preuzima ulogu zatege, i sila je u njoj kon- 
stantna duž raspona. U betonu se obrazuje linija pritiskafa pr- 
sline se javljaju van pritisnute zone i vertikalne su. Da bi se 
ostvarilo dejstvo luka neophodno je da je u potpunosti narušena 
veza zategnute armature i okolnog betona van pritisnute zone. U 
okolini spoljne sile neutralna linija je znatno visa nego sraou- 
nata prema teoriji savijanja.
Otpornost lucnog delovanja značajno zavisi od rezultujuđeg 
napona u dijagonali pritiska. Intenzitet ovog napona zavisi od 
nagiba linije pritiska, dakle od odnosa a/h, kao mere nagiba, 
ili kako se najčešđe izražava, od odnosa:
a V-a M ,c
К V'H V h
Lom prema lucnom dejstvu se generalno može ostvariti na tri na- 
čina :
1. Posle otkazivanja grednog dejstva propagacijom prslina 
redukuje se pritisnuta zona, tako da u okolini spoljne sile ovako 
redukovana zona ne rnoze da prenese sile pritiska i dolazi do to­
rna .
2. Dijagonala pritiska može biti toliko ekscentrična da se
ostvaruje razvoj prsline od sile u zategnutoj armaturi kroz pri- 
tisnutu zonu, što prouzrokuje nagli lom.
3.Kod visokih nosada gde je znadajniji udeo lučnog đejstva, 
mode dodi do prekoračenja napona pritiska u pritisnutim dijago- 
nalama.
U realnim gredama nema mogudnosti za nestajanje prijanjanja 
izrnedju betona i armature. Takodje je prelaz od grednog dejstva 
ka ludnom postepen. Puna otpornost grednog i ludnog dejstva ne- 
može se ìstovremeno ostvariti zbog nekompatibilnosti deformacija 
koje odgovaraju ovim dvoma mehanizmima.
6.1.3. Mehanizam loma prema transverzalnim silama 
(grede bez uzengija)
U cilju utvrdjivanja realnog mehanizma loma veliki broj te- 
stova izvršen je na slobodno oslonjenim gredama,. bez uzengija, op- 
teredenih sa parom koncentrisanih sila, sa razlicitim odnosom a/h. 
Rezultati do kojih su došli Kani /20/ i Leonhart i Valter /43/ se 
mogu grupisati u funkciji odnosa a/h u tri tipa:
1. Za odnos 3< a/h <7 dolazi do loma grednog mehanizma, a 
kasnije formirani ludni mehanizam ne mode da prenese smicudu silu.
2. Za odnos 2 < a/h <3 mode dodi do loma ludnog mehanizma, 
bilo lomom pritisnute zone betona u okolini spoljne sile, bilo 
razvojem prsline u zoni ankerovanja zategnute armature.
3. Za odnos a/h <2 do loma uobidajeno dolazi prekoradenjem 
nosivosti na pritisak pritisnute dijagonale,
Eksperimenti su pokazali da je za slučajeve 1,5< a /h< 7 me- 
rodavan lom po transverzalnim silama, a ne po savijanju, Na siici
6.4. prikazan je odnos ostvarenog maksimalnog momenta (max M) u 
trenutku loma usled transverzalnih sila i teorijskog momenta lo­
ma prema cistom savijanju (M ).
u
Minimum se nalazi na a/h = 2,5, a velieina max M/M^ zavisi 
u najvećoj meri od procenta armiranja zategnutom armaturom. Za 
procenat armiranja /X <0,5% do loma dolazi preko savijanja.
Znadajan uticaj zategnute armature na prenošenje transver- 
zalne sile prikazan je na siici (6.5) prema opitima koje je iz- 
veo Kani /20/.
max M
S I . 6.4.
P P
SI . 6.5.
6.2. Armiranobetonske grede sa transverzalnom 
armaturom
Postojanje transverzalne armature (uzengija) značajno po- 
većava nosivost armiranobetonske grede na dejstvotransverzalnih 
sila.
Prethodno razmatrani mehanizmi odpornosti se ne menjaju 
bitno, s tim što konzole kod grednog dejstva postaju utegnute, 
jer se deo sile zi Z raziaže na silu zatezanja u uzengiji i si- 
lu pritiska u konzoli (efekat rešetke) - slika 5.6,
Uzengije svojim prisustvom poboljšavaju nosivost i iz dru- 
gih razloga:
1. Obezbedjuju prijem smičucih napona preko zategnute ar­
mature, jer uzengije predstavljaju oslonac armature.
2. Ograničavaju otvor dijagonalne prsline dok su naponi u 
uzengijama u elastičnoj fazi i obezbedjuju dodir zrna agregata.
3. Povecavaju nosivost konzolnog bloka na savijanje uno- 
šenjem sile pritiska.
4. Poboljšavaju utezanjem nosivost betona na pritisak u 
slučaju lucnog dejstva.
5. Sprečavaju nestajanje athezije izmedju armature i 
betona.
Ukupna transverzalna sila V se prenosi kao zbir:
V = V + V + V + V (6 .8 )
d a c s
gde je deo sile koju prenosi transverzalna armatura (uzengije) . 
Na siici 6.7. prikazana je kvalitativna nosivost pojedinih člano- 
va izraza (6 .8) eksperimentalno utvrdjena na gredi koja je opte- 
ređivana do loma.
SI. 6.7.
Kao što je iz klasične teorije poznato velieina max, smicu- 
ceg napona ispod neutralne linije u preseku se može izraziti kao
raaxlA= -At- (6.9)
br- г
gde je 0 r -  minimalna širina nosača ispod neutralne linije.
Prema propisima vedine zemalja, pri dimenzionisanju eleme- 
nata prema graničnom stanju loma, obidno se zanemaruje deo tran- 
sverzalne sile koja se mode preneti preko dodira zrna agregata i 
preko zategnute armature (V& = = 0) . Ukupna transverzalna si-
la se poverava pritisnutoj zoni betona i uzengijama.
V = V + V (6.10)
u c s
Pri tome se za prenos sile Vs kao radunski model najdešđe koristi 
rešetka, čiji gornji pojas sadinjava pritisnuta zona betona, do- 
nji pojas zategnuta armatura, a ispunu cine zategnuti štapovi u 
pravcu transverzalne armature i pritisnuti štapovi u pravcu pa- 
ralelno sa nagibom dijagonalnih prslina - model rešetke sa pro- 
menljivim nagibom dijagonala (si. 6 .8).
Neka dijagonale pritiska zaklapaju ugao 0Ć a uzengije ugao |0 sa 
osom nosaca. Ako se deo sile V o prenosi preko rešetke, iz uslova 
ravnoteže siedi:
Iz geometrije rešetke :
s = z (ctgCC + ctg[3
Površina potrebne transverzalne armature na dužini s 
kao .1/11 - / V /1Z '15 5
m V  5
Z u _  Vs




odnosno horizontalni razmak uzengija kao:
m f ^ Ô v - s - s ^  m  f j ' 6 v- S ! t i i t g c / 4  c fg (3 )
e = Zj- br Z =
Pri tome je napon pritiska u pritisnutim dijagonalama:
g = pU = % ______ _________ ____________
b Sinoi-br'S'SinoC ß )
Ako procenat armiranja uzengijama označimo kao:
... Fa
r u bre-sinß sbrsinß
(6.15)
(6 .1 6 )
onda je potreban procenat armiranja:
M _ _________^ ____________ _ (6.17)
I u 6v-sin2[3(c-t^c^-f c tg ß )
Eksperimenti su pokazali da tradicionalno usvajani nagib priti- 
snutih dijagonala rešetke od 45° nije konstantan, veđ da varira 
duž grede. Nagibi su nešto manji u zonama b ü z u  oslonca, a rastu
blizedi se mestu đejstva spoljne sile.
6.3. Uzajamno dejstvo momenata savi j an ja 
ì transverzalnih sila
Eksperimentì su pokazali da u slučaju armiranobetonske gre-
de sa odgovarajudim uzengijama smicuci naponi nemaju uticaja na 
kapacitet nosivosti na savijanje, dakle pojava dijagonalnih pr- 
slina ne dovodi do naglog loma elementa, kao što je slučaj kod 
greda bez uzengija.
Znadajan je medjutim uticaj smicucih napona na raspored i 
velidinu napona zatezanja u zategnutoj armaturi. Primena modela 
rešetke takodje odgovara povedanju sile u zategnutoj armaturi. 
Postavijanjem uslova ravnoteže (si. 6 .8 .) dobija se:
Na sličan način, razmatrajuci gredu bez uzengija, na kojoj se pr-
i ukupne transverzalne sile (71 se krede u granicama od 0- 1 ) mo- 
že se izraziti sila u zategnutoj armaturi kao:
Uzimajudi u obzir veze (6 .1 1 ) i (6 .1 2 ) siedi
(6.19)
siine formiraju takodje pod uglom prema osi nosada (si. 6 .1 )




Kombinovanjem ova dva mehanizma:
(6 .22)
dobija se za silu zatezanja u preseku 2-2 :
Z a» = + Ус C-ijoi + ° t V s {c i3 oi- c igfò) (6.23)
(6.24)
gde je e velieina za koju treba pomeriti dijagram zatežudih sila 
Za velidinu e, izjednadavanjem izraza (6.23) i (6.24) , dobija se:
e — z [ c t goC-0,51| ( c t g o ^ + c t g ß j J ^ O '  (6.25
6.4. Dejstvo transverzalne sile u plasticnom zglobu
U okolini oslonaca kontinualnih greda ìli poljima ispod 
koncentrisanih sila, gde se najčešce obrazuje plasticai zglob, 
dijagonalne prsline se obrazuju ne paralelno veđ radijalno, us- 
merene prema pritisnutoj zoni (sl. 6.9) .
Sl. 6.9.
Rada glavna zategnuta armatura đostigne granicu razvlačenja, pr­
sline se sire i vrlo mala transverzalna sila se može preneti pre 
ko dodira zrna agregata ili zategnute armature. Praktično cela 
transverzalna sila mora se preneti preko pritisnute zone beton- 
skog preseka i uzengija.
Primenjujudi model rešetke za odredjivanje dodatne sile za 
tezanja u glavnoj armaturi, raože se zakljuciti da ce napon dos- 
tidi granicu razvladenja u vedoj zoni grede, zbog pojave dijago- 
nalnih prslina, tj. povecade se dužina plastidnog zgloba.
Na siici 6.10. prikazana je kvalitativno promena dužine plasti­
dnog zgloba za slucaj da se na elementu javljaju samo vertikalne 
ili dijagonalne prsline.
6 б .
Element so vertikalmm Element sa dijagonalnim
prslinama prslinama
SI . 6,10.
6.5. Deformacije od transverzalnih sila
U armiranobetonskim gredama u kojima se nisu javile prsli­
ne, krutost na smicanje (K ) se inože odrediti iz poznatih veza 
iz otpornosti materijala kao za homogen presek:
(6.26)
(6.27)
gde se vrednost к može usvojiti 1 , 2  za pravougaoni presek, a pri- 
bližno 1,0 za T i I preseke.
U slučaju velikih smičudih napona, kod greda odgovarajuđe 
armiranih uzengijama, mogu se dijagonalne prsline javiti jos u 
fazi eksploatacije. Ove prsline značajno smanjuju krutost na 
smicanje i utiču na poveđanje deformaci ja. Na osnovu veđ pome- 
nutog modela rešetke krutost na smicanje u fazi sa dijagonalnim 
prslinama (K ) odredio je Dilger /17/. Razmatrajudi samo defor-
maciju od transverzalnih sila (dakle samo promenu dužine ispune 
rešetke, usvajajucì pojasne štapove kao beskonačno krute) Dilger 
je promenu ugla nagiba rešetke (Яу) izrazio kao što je prikaza- 
no na siici 6 .1 1 .
S I . 6.11
%  =  =
6,а £ 1?
sm2ß  Сс,Ъ}оС+ c t y p )  sin- об (c ty  oC + ab jß ) (6.28)
Dilataci ja zategnute dijagonale može se prikazati kao:
c _
^ F F Й/





u- br S-Sinß br z  si>1|3 Cctgd + cij(3)
(6.30)
dobija se :
с _ Vs_______________  ^ _________
а £«, br-2 /X« Sin* /3 ( c tyoC + C ± j ß )
Dilatacija pritisnute betonske dijagonale je
g = = _________ X __________ _
к E k b r
Ugao t P j se može izraziti konačno kao:
(6.31)
(6.32)
% =  Vs +V'2 LEa [Àa 5lVl^ 13 c-hjßJ2- EySin^oC (ctyc(+d g ß ) e.
(6.33)
odnosno krutost na smicanje К kao :
ir u -, BA ixu &in4ß 6 l n 4c i ( c b ‘>i+< ^ ß f  6 34)
,X jr  Г ^  S \ n A o t +  n-yWM S\ftA ß
Krutost К se krece za uobičajene slučajeve u granicama od 10-30% 
od krutosti K i funkcija je procenat armiranja uzengijama i ug- 
lova koje zaklapaju pritisnute betonske dijagonale i uzengije sa 
osom nosača.
Opiti su dokazali razliku u deformacijama za grede sa istim 
opteređenjem, istom visinom i zategnutom armaturom i uzengijama, 
ali sa različitom širinom rebra poprečnog preseka.
7. STATICKI NE OD RE D JENI ARMIRANOBETONSKI 
LINIJSKI NOSAČI
7.1. Preraspodela statidkih uticaja u 
statički neodredjenim nosacima
Nelinearna priroda veze moment-srednja krivina u armirano- 
betonskim elementima prouzrokuje kod statidki neodredjenih nosa- 
ča odstupanje stvarnih vrednosti presecnih sila od onih sracuna- 
tih po teoriji elastidnosti, kada se krutost elementa fornirà iz 
karakteristika homogenog betonskog preseka. Ovo je sludaj kako 
pri eksploatacionim opteređenjima, tako i pri opteredenjima blis- 
kim granidnim. Nelinearnost veze moment-srednja krivina uslovlje- 
na je pojavom prslina duž nosača, dime se menja njegova krutost.
Ü slučaju granidnìh opteredenja dolazi još do naglog prirasta 
krivine u zonama u kojima se armatura plastifikuje, dime se omo- 
gucuje znatnija preraspodela statickih uticaja. Mogudnost plas- 
ticne rotacìje preseka mode bitno uticatì kako na ostvarivanje 
preraspodele tako i na velidinu samog granidnog opteredenja.
Razmatra se, kao primer, greda uklještena na jednom i slo- 
bodno oslonjena na drugom kraju, opteredena koncentrisanom silom 
u sredini raspona. Radi kvalitativne analize, neka vagì predpos- 
tavka о konstantnoj krutosti grede u svim presecima sve do poja- 
ve momenta plastidnosti, kada krivina raste bez prirasta momenta 
Neka je moment plastidnosti u polju i u uklještenju identican :
My = My (si. 7.la i b ) , i neka su preseci duktilni.
SI . 7.1.
Ovakav idealizovan slučaj odgovara jednako armiranim presecima 
u polju i u ukljestenju, ako se zanemari promena krutosti nosaca 
usled pojave i razvoja prslina u procesu opteređenja.
Razvoj momenta savijanja u nosadu, pri porastu opteredenja, 
pratio bi u ovako idealizovanom slučaju elastično rešenje sve do 
pojave momenta plastičnosti u ukljestenju pri opteredenju P . 
Za prirast opteredenja zip, moment uklještenja bi ostao konstan­
ten usled formiranja plastidnog zgloba, a moment u polju bi imao 
prirast koji odgovara slobodno oslonjenoj gredi, sve do dostiza- 
nja momenta plasticnosti u polju M . Stvaranjem plastidnog zgloba 
u polju obrazovao bi se mehanizam loma, pri granidnom opterede­
nju (sl. 7.1c). Na ovaj nadin ostvarila bi se puna preraspode- 
la statidkin uticaja pri granidnom opteredenju. Uslov za ostvari- 
vanje pune preraspodele uticaja je dovoljna duktilnost preseka u 
ukljestenju. Ako je presek u ukljestenju takvih karakteristika 
da je kapacitet rotacije ostvarenog plastidnog zgloba nedovoljan, 
mode dodi do loma u ukljestenju pre nego sto se u preseku u polju 
dostigne moment plasticnosti, pa stvarno granidno opteredenje mo­
de bìti manje od P . Ovaj slucaj predstavlja sludaj ogranicene 
preraspodele statickih uticaja i po pravilu ga treba izbegavati 
pogodnim izborom dimenzija preseka i armature.
a.
S l . 7.2.
Razmatrani idealizovani sludaj ne odgovara realnoj preras- 
podeli uticaja pre svega zbog pojave prslina dud nosada. Neka no­
sadu istih karakteristika kao u prethodnom slucaju odgovara, na 
primer, trilinearna veza moment-srednja krivina, koja obuhvata
uticaj promene krutosti nosača usleđ pojave prslina (sl. 7.2.a,b). 
Presečne sile se slažu sa teorijom elastičnosti samo dok optere- 
đenje ne dostigne vrednost P^, koje odgovara pojavi prve prsline 
u uklještenju. Za neki prirast opteređenja preko ovoga nivoa deo 
nosača u blizini uklještenja ima smanjenu krutost. Zbog toga, pri­
rast uticaja u presecima ođstupa od rešenja teorije elastičnosti 
i momenat uklještenja sporije prirasta od momenta u polju u odno- 
su na elastično rešenje. Rada opterecenje dostigne vrednost P 
javlja se prva prslina u polju. Sada opada i krutost delà nosača 
u polju, pa u sludaju daljeg prirasta opteredenja dolazi do nove 
preraspodele uticaja u funkciji razvoja prslina na nosadu, odnos- 
no u funkciji promene krutosti pojedinih zona nosada, sve dok mo­
ment u uklještenju ne dostigne moment plastičnosti M^, kada se 
obrazuje plastični zglob. Pri daljem porastu opteređenja, analog- 
no ranije recenom, prirasta samo moment u polju sve dok se obra- 
zovanjem plastidnog zgloba u polju ne ostvari mehanizam (sl.7.2.c), 
ü realnoj konstrukciji, medjutim, menja se i armatura duž 
nosača. Na primer, za nosad dimenzionisan po teoriji elastičnosti 
armatura uklještenja je veda od armature u polju. U torn sludaju 
zavisnost moment-srednja krivina, kao i momenti plastičnosti, su 
razliciti za odgovarajude zone pozitivnih i negativnih mcmenata na nosadu.
Veza moment-srednja krivina prikazana je u takvom sludaju, 
za prethodno razmatrani statidki sistem nosada, na siici 7.3.
S I . 7.3.
Preraspodela statidkih uticaja je u ovom slučaju još i funk- 
cija nadina armiranja nosаса, odnosno funkcija veze moment-srednja 
krivina za preseke đuž nosača.
Preraspodela bi i u ovom kao u prethodno navedenim sludaje- 
vima, trebalo da podne pojavom prve prsline u uklještenju. Kru- 
tost zone nosača blisko uklještenju opada i za porast opterece- 
nja momenti u polju imaju brži prirast, a momenti nad osloncem 
sporiji, u poredjenju sa rešenjem teorije elastičnosti. Kađa 
moment u polju dostigne vrednost koja prouzrokuje pojavu prsline 
opada krutost zone nosača u polju. Za dalji prirast opteredenja 
nosač se ponaša kao nosač promenljive krutosti, s tim da bi poje- 
dinim zonama nosača trebalo da odgovaraju efektivne krutosti do- 
bijene iz veze moment-srednja krivina za odgovarajude karakteri- 
stike preseka. Kako opteredenje dalje raste, dolazi do razvoja 
novih prslina i do nove preraspodele statičkih uticaja.
U zavisnosti od načina armiranja nosača, pod pretpostavkom 
о đovoljno duktilnim presecima, dostizanje momenta plastičnosti, 
ođnosno redosled stvaranja plastičnih zglobova na nosaču, može se 
ostvariti na sleđeća tri načina:
1 . Ako je presek u uklještenju značajnije podarmiran u ođ- 
nosu na rešenje po teoriji elastičnosti, a presek u polju odgo­
varajude prearmiran, plasticni zglob ce se prvo obrazovati u uk- 
Ijestenju. Za prirast opteredenja momenti u polju de rasti kao 
za slobodno oslonjenu gredu sve do dostizanja momenta plastidno- 
sti u polju, odnosno do formiranja mehanizma loma stvaranjem plas- 
tidnog zgloba u polju (si, 7,4, a).
2. Ako je presek u uklještenju znadajnije prearmiran, a u 
polju odgovarajude podarmiran u odnosu na elastično rešenje, plas- 
ticni zglob de se prvo realizovati u polju. Za prirast opterede­
nja momenti u uklještenju rastu kao za konzolni nosad raspona od 
plastidnog zgloba u polju do uklještenja, sve dok se i u uklješ- 
tenju ne fornirà plasticni zglob i time obrazuje mehanizam loma 
(si. 7.4.b).
3. Za sludaj odredjenog nacina armiranja (relativno blisko 
elastidnom rešenju) teorijski je mogude istovremeno dostizanje 
plasticnog zgloba i u uklještenju i u polju, cime se odmah rea- 
lizuje mehanizam loma bez dopunske preraspodele presednih sila 
(si . 7.4 ,c ) .
SI. 7.4
Analiza veze moment-krivina pokazala je da po dostizanju
raste sve do dostizanja momenta loma M , što je posledica prome­
ne kraka unutrašnjih sila u preseku. To znači da u preseku u ко­
те se oformio plastični zglob moment savijanja mode da poveda 
svoju vrednost, ali je to poveđanje malo i u praktidnim proradu- 
nima se može zanemariti (zadržava se horizontalni deo dijagrama 
M - ) kada je u pitanju upotreba čelika sa izraženom granicom
velikih izduženja,
U slučaju upotrebe čelika sa relativno neizraženom granicom 
velikih izduženja, koji brzo ulaze u zonu ojačanja, u preseku u 
коте se javlja plasticai zglob moment ne zađržava konstantnu vred­
nost, veđ porastom opteređenja i dalje nastavlja da raste, samo 
sporijìm intenzitetom. S obzirom na znatno sporiji prirast cvrsto- 
ce delika u zoni ojadanja, пета bitne razlike u nadinu preraspo- 
dele statidkih uticaja u presecima. Medjutim, dostizanjem momenta 
plasticnosti u oba kritična preseka, u uklještenju i u polju, ne 
stvara se dist mehanizam loma sa neogranidenim pomeranjima. De­
formaci je znadajno rastu, ali su one konacne. Do loma nastaje tek 
posto se iscrpi kapacitet rotacije plasticnog zgloba, odnosno dv- 
rstoda betona ili delika.
7.2. Metođe proračuna statidki neodredjenih 
armiranobetonskih nosača
7.2.1. Teorija elasticnosti (linearna teorija)
Veličine presečnih sila u konstrukciji najčešđe se ođređju- 
ju po teoriji elastičnosti, usvajajuči za krutost pojedinih eie- 
menata krutost betonskog preseka (izuzev kod elemenata optereće- 
nih na cisto zatezanje). Ovaj metod proraduna je ušao u propise 
vedine zemalja. Kako je u slučaju ovakvog načina proračuna veli- 
dina presečnih sila direktno proporcionalna opteređenju, može se 
redi da se zadovoljavajude tačna rešenja đobijaju samo dok kon- 
strukcija radi u fazi bez prslina. Pojava prslina pri radnim op- 
terecenjima, kao i nelinearno ponašanje betona i čelika pri op- 
teredenjima bliskim lomu, dovodi do ođstupanja ovako sračunatih 
vrednosti presečnih sila od realnih. Medjutim, ne treba izgubiti 
iz vida da ovakva redenja zadovoljavaju uslove ravnoteže i gra- 
nične uslove i da predstavljaju statički moguda rešenja teorije 
plastičnosti, tako da uobičajeno zadovoljavaju koeficijente 
sigurnosti konstrukcije na lom.
Pređnost ove metode je u tome što ukoliko je armatura dimen 
zionisana prema uticajima po teoriji elasticnosti, ipak daje re- 
lativno mala odstupanja od tadnih vrednosti presednih sila kako 
u eksploatacionim uslovima tako i pri granicnom opteredenju, kada 
kritidni preseci dostižu plastifikaciju približno istovremeno. 
Plastidne rotacije kritiçnih preseka su relativno male i praktid- 
no ih nije neophodno proveravati, Do preraspodele uticaja dolazi 
u fazi pojave i razvoja prslina, zbog promene krutosti na savi- 
janje pojedinih zona nosada. Razlike izmedju tadnih rešenja i re- 
šenja teorije elasticnosti su funkcije promene medjusobnih odno- 
sa krutosti pojedinih delova nosada, i relativno su male.
Prednosti ove metode se još ogledaju u tome što je njenom 
primenom obezbedjeno da naponi u betonu i deliku u stanju eksplo- 
atacije budu u odredjenim granicama, tako da je obidno zadovolje- 
no granicno stanje prslina. Potpuno je, medjutim, neopravdano mis 
ljenje da je time automatski zadovoljeno i granicno stanje defor­
maci j a .
Presedne sile se nalaze relativno jednostavno sto metodi
daje praktičnu vrednost i značaj .
Ostaje, ipak, otvoreno pitanje tačne preraspodele presečnih 
sila, з obzirom na mogudnost da delovi konstrukcije izrazito ra­
de u fazi bez prslina (stubovi) i sa prslinama (grede ramovskih 
sistema). Metoda se mode preporučiti za praksu, sa znacajnom kon- 
statacijom da ne daje zadovoljavajudi odgovor na veličinu defor­
maci je konstrukcijskog sistema.
7.2,2. Teorija elastičnosti za ogranidenom 
preraspodelom
Propisi pojedinih zemalja dozvoljavaju modifikovanje preseč- 
nih sila đobijenih po teoriji elastidnosti, ukoliko su preseci do- 
voljno duktilni .
Tako ACI propisi dozvoljavaju promenu oslonadkog momenta kod 
kontìnualnih greda, naviše ili naniže, množenjem koeficijentom & :
S  =  f 0}2o  ( j - јЛ-jd'
M b
) ( (7.1)
Sa oyako usvojenim momentima mogu se sracunatì momenti u polju, 
tako da budu zadovoljeni uslovi ravnoteže.
Model propisa CEB-FIP predlaže da se u najopterecenijim pre- 
secima momenti sračunati po teoriji elastičnosti mogu smanjiti 
množenjem koeficijentom S :
8^0,44 + 1,25 xu/h za MB 35 (7.2)
§ >  0,56 + 1,25 xu/h za MB 40-50 (7.3)
s tim da se koeficijent S mora naiaziti ìzmedju 0,75 i 1,0 kod
kontìnualnih nosača i nepomerljivih okvira, a izmedju 0 , 9 i 1 , 0
kod pomerijiyih okvira,
Britanski propisi za koeficijent redukcije predlažu :
б -  i . (0,6 - X /h) > 0 , 7u :7.4;
Sovjetskim propisima koeficijent redukcije se ograničava
na :
1 ,0 >  S  > 0,7 (7.5)
Kao sto se vidi propisi vedine zemalja su ogranidili preras- 
podelu statidkih uticaja na maksimum 30% razlike u odnosu na teo­
ri ju elastidnosti. Smatralo se da bi vedi dozvoljeni koeficijenti 
preraspodele doveli do visokih napona u čeliku u pojedinim prese-
cima pri eksploatacionom opterecenju, sto bi vodilo razvoju ve- 
<5ih prslina i deformacija. Eksperimentalna ispitivanja koja je 
sproveo Mattock za elemente dimenzionisane na 25% razlike od teo­
ri je elastičnosti nisu potvrdila ova strahovanja.
Predlog našeg novog pravilnika usvaja vrednost koeficijenta 
preraspodele na isti način kao ACI propisi.
7.2.3. Teorija plasticnostì i metode granične analize
U cilju analize stanja loma konstrukcije kao celine razvi- 
le su se metode granične analize. Ove metode baziraju na razmat- 
ranju isključivo trenutka formìranja mehanizma loma, nezavisno od 
stanja kroz koje konstrukcija dotle prolazi . Za poznatu konstruk- 
ciju može se relativno jednostavno odrediti kritičan parametar 
opterecenja.
Granična analìza dozvoljava u načelu bilo koju raspodelu 
momenta savijanja pri graničnom opterecenju, prilikom dimenzioni- 
sanja konstrukcije, pod uslovom da je zadovoljeno sledece:
1. Raspodelarramenata savijanja je statički moguca. Dakle, 
zadovoljeni su uslovi ravnoteže za konstrukciju u celini, kao ì 
za svakì element pojedinačno. To znači da se proizvoljnim izbo- 
rom mesta nultih momenata (zglobova) neodredjeni statički sistem 
prevodì u odredjen i na takvom sistemu se odredjuju presečne si­
le (ili se mogu usvojiti vrednosti momenata savijanja u odredje- 
nom broju preseka tako da se formira statički odredjen sistem
pa se zatim sračunaju preostali uticajì).
2 . Kapacitet rotaci je zone plasticnih zglobova mora biti 
dovoljan da se obezbedi predvidjena raspodela momenata pri granič- 
nom opterecenju.
3. Prsline i ugibi pri eksploatacionom opterecenju ne smeju 
prekoračiti odredjene propisane vrednosti i neophodna je njihova 
kontrola. Pri ovoj kontroli se za vrednosti presečnih sila u pre- 
secima uglavnom koriste rešenja teori je elastičnosti .
Uopšteno receno, moraju se zadovoljiti uslovi ravnoteže, 
kompatibilnost rotaci je i upotrebljivost. Kvalitet ovih metoda 
je moguđnost da se momenti odaberu tako da se postignu odredjeni 
efekti u ekonomiji konstruisanja nosača, ili boljem rasporedu ar­
mature u nosaču (može se na primer izbeci gomilanje armature u 
oslonačkim presecima kontinualnih nosača). Medjutim, ovaj metod 
nije još našao konkretnu primenu u propisima zbog ograničenja 
da prsline i deformacije moraju ostati u odredjenim granicama 
u fazi ekspioatacije i nedostatka eksperimentalnih podataka о 
rotaciji plasticnih zglobova pod različitim vidovima opterecenja 
i kod različitih tipova konstrukcija. Тек najnoviji švajcarski 
propisi pokušavaju da uvedu u primenu proračun teorijom plastic- 
nosti. U iiteraturì se mogu sresti neke praktično primenljive 
metode granične analize, vezane uglavnom za analizu kontinualnih 
grednih i ramovskih sistema, čiji su autori: Baker /23/, Cohn 
/27/, Sawyer /35/ / Furlong /28/, Macchi /33/ .
7.3. Nelinearna analiza armiranobetonskih linijskih
elemenata zasnovana na vezi moment-srednja krivina
Odgovor na pitanje kakva je realna raspodela statičkih uti- 
caja u statički neodredjenim armiranobetonskim linijskim sistemi- 
ma pri bilo kom nivou opterecenja od nule do loma, ne daju u pot- 
punosti ni elastična teorija niti metode granirne analize. Kao sto 
je ranije naglašeno, krutost pojedinih đelova armiranobetonskog 
nosača je, pored geometrijskih karakteristika preseka i mehanič- 
kih osobina betona i čelika, još i funkcija nivoa opteređenja. 
Samim tim potpuno je izvesno odstupanje od rešenja teorije elas- 
ticnosti. Razlika u ođnosu na elastična rešenja može biti naroči- 
to izražena ako se raspoređ armature u nosaču bitno razlikuje od 
one koja daje elastična teorija. Metode granične analize daju ođ- 
govore na pitanje veličine graničnog opteređenja u trenutku for- 
miranja mehanizma loma, odnosno raspodele statičkih uticaja pri 
graničnom opteređenju, ali ne daju odgovor na odredjivanje eksp- 
loatacionih uticaja u konstrukcijskim sistemima što je od značaja 
za dokazivanje funkcionalnosti konstrukcije.
7.3.1. Formiranje računskog modela
Ako se umesto linearne elastične veze moment-krivina, zas- 
novane na krutosti homogenog preseka, uvede u proračun veza mo- 
ment-srednj a krivina, mogu se odrediti presečne sile i deforma — 
cijske velieine za bilo koji nivo opterecenja od nule do loma
u statički neodredjenim linijskim armiranobetonskim sistemima. 
Rešenje se traži analitičkim postupkom iz uslova ravnotede i kom- 
patibilnosti deformacija, ako je poznat odnos moment-srednja kri- 
vina za sve preseke elemenata u sistemu za svaki nivo optereće- 
nja. To istovremeno znadi da mora biti poznata kompletna geomet­
ri ja nosača, raspored i polodaj armature u presecima i mehanidke 
osobine betona i delika upotrebljenog u konstrukciji.
Kako je veza moment-srednja krivina nelinearna, zbog for- 
miranja prslina i zona plastidnih zglobova, ona je zavisna i od 
nivoa opteredenja. Do rešenja se zbog toga ne može dodi direktno, 
veđ se mora primeniti neki od iterativnih numeridkih postupaka.
Elementi konstrukcìje se dele na štapove malih dužina. Za 
svaki štap ili grupu štapova jednakih geometrijskih karakteristi- 
ka konstruiše se zavisnost moment - krivina, koji u opštem
sludaju ima oblik kao na siici 7.5a. Pri tome se za proračun mo­
de usvojìti odredjena idealizacija kojom se obuhvata udeo zateg- 
nutog betona izmedju prslina i eventualno zona ojadanja celika 
(si. 7.5 .b) .
SI . 7.5.
Za odredjivanje dijagrama moment-srednja krivina koriste se 
realni dijagrami napon-dilatacija za beton i delik, dobìjeni ek- 
sperimentalno, odnosno njihove najpribliznije aproksimacije.
Uticaj zategnute zone betona izmedju prslina mode se uzeti 
u obzir prema jednom od ranije iznetih predloga. Eksperimentalna 
istradivanja su pokazala da se kod kontinualnih greda u podrudju 
oslonca ovaj uticaj brzo gubi, pa za ovakav tip nosada treba us- 
vojiti funkciju koja relativno brzo tedi krutosti isprskalog pre- 
seka .
Od velikog je znadaja, naročito za odredjivanje đeformacija, 
efekat dijagonalnih prslina u pođrudju oslonaca. Nastajanje đija- 
gonalnih prslina utiče na povecanje ugiba nosada jer povećava na- 
prezanja u zategnutoj armaturi, što je pokazano u analizi uzajam- 
nog dejstva momenata i transverzalnih sila. Ovaj efekat bi se 
eventualno mogao uzeti u obzir povedanjem momenata savijanja u 
presecima (pomeranjem linije zatežuđih sila).
Uzimanje u obzir zone ojačanja čelika dovođi do određjenih 
poteškoca vezanih za samu pojavu plastičnog tečenja delika. Plas- 
tifikacija belika se, pri jednoaksijalnom opitu na zatezanje, od- 
vija na relativno maloj dužini eksperimentalnog uzorka. Dijagram 
napon-đilatacija koji obuhvata zonu plastifikacije čelika i zonu 
ojacanja se obično odredjuje u ođnosu na propisanu dužinu baze 
na kojoj se mere izduženja (10 0). Očigledno je da se dijagram 
napon-đilatacija za čelik ne mode vezati za presek elementa, jer 
ostaje otvoreno pitanje baze na kojoj se izđuženja mere (za duže 
baze dobijaju se manje plastidne dilatacije i dilatacije pri lomu 
i obrnuto). Propisi vedine zemalja ne dozvoljavaju uzimanje u ob­
zir zone ojacanja delika.
Odredjivanje momenta loma , odnosno krivine pri lomujtu f 
takodje je povezano sa poteskocama u smislu nepoznavanja granid- 
ne dilatacije u betonu, kada se momenat menja duž nosada. Tada se 
mora usvojiti jedan od ranije izlozenih predloga za granidnu di- 
lataciju betona ili izborom minimalne vrednosti ostati svesno na 
strani sigurnosti, kada se radi о odredjivanju velicine kritidnog 
opteredenj a .
Sa konstruisanim vezama moment-srednja krivina za svaki deo armi- 
ranobetonskog štapa mogude je odrediti efektivnu krutost bilo kog 
dela nosada za odgovarajucu vrednost momenta savijanja.
7.3.2. Metod sukcesivnih linearnih aproksimacija
Ako je postavljen zadatak da se nadju vrednosti presecnih 
sila i deformacijskih velicina za odredjeno opterecenje, jedna 
od metoda koja se mode primeniti je metoda sukcesivnih linearnih 
aproksimacija. Metoda je zasnovana na tretiranju armiranobeton- 
skih elemenata u staticki neodredjenim sistemima kao elemenata 
promenljive krutosti u funkciji nivoa opteretenja.
U prvoj iteraciji za krutost elemenata se može usvojiti 
krutost homogenih betonskih preseka cime se rešenje đobija kao 
u teoriji elastičnosti. Zatim se za poznate vrednosti momenata 
iz dijagrama zavisnosti moment -srednja krivina ođređjuje efek- 
tivna krutost pojedinih štapova i statički neođređjen sistem 
ponovo rešava sa tim krutostima. Iz dobijenih rešenja druge ite- 
racije ođredjuju se nove efektivne krutosti i ponovo rešava sta- 
tički neođređjen sistem. Postupak se ponavlja sve dok dve sused- 
ne iteracije ne daju đovoljno bliska rešenja. Ovakav iterativni 
postupak se primenjuje za bilo koji nivo opteređenja.
Metod sukcesivnih linearnih aproksimacija primenili su 
1973. godine Lazaro i Richards /32/ za proračun đvozglobnih ra- 
mova i upoređili rezultate proračuna sa rezultatima eksperimen- 
talnin istraživanja na mikromodelima. Računska analiza nije, me- 
djutim, obuhvatila uticaj sađejstva zategnute zone betona izme- 
dju prslina veđ su za krutosti štapova usvojene krutosti homoge- 
nog betonskog preseka za momente manje od momenta pojave prsli- 
ne i krutosti isprskalog preseka za momente vece od momenta po­
jave prsline. Ovo je dovelo do dobrog slaganja rezultata za visa 
opterecenja, ali i odredjenih odstupanja za eksploatacioni nivo 
opterecenja,
Prednosti ove metode se ogledaju u sledecem:
- Metod daje dobar odgovor na pitanje preraspodele statičkih 
uticaja u statički neodredjenim sìstemima za bilo koje opterecenje 
od nule do graničnog i na pitanje velieine deformacija, sto je na- 
ročito od značaja pri kontroli upotrebljivosti konstrukeije .
- Moguđe je postepenim povecavanjem opterecenja i rešavanjem 
sistema pratiti razvoj plastičnih zglobova u konstrukcìji sve do 
stvaranja mehanizma loma i tako ođređiti kritično opterecenje na 
konstrukeij u .
Neđostatak metode je što je u pojedinim slučajevima, za ne- 
ко od nivoa opterecenja, moguđe da iterativni procès ne konvergi- 
ra. Tada se za rešavanje problema moraju primeniti neke od drugih 
metoda.
Pri rešavanju statički neodredjenih sistema metodom linear­
nih aproksimacija potrebno je obratiti pažnju na sledede specifi- 
čnosti:
1. U slučaju da je završna grana veze moment-srednja krivi-
na usvojena horizontalna (da jednom dostignut moment plasticnosti 
ostaje konstantan) proradun se sprovodi za svaki nivo opterede- 
nja sve dok se u nekom od preseka ne dostigne moment plastibnosti 
, odnosno ne ostvari plastidni zglob. S obzirom da se tada u 
torn preseku ne može odrediti efektivna krutost, za neko vece op­
teredenje se u torn preseku zadaje zglob i spoljni napadni moment 
jednak momenta plasticnosti. Sistem se dalje rešava kao jedanput 
manje statidki neodredjen. Ovo se ponavlja sve do obrazovanja 
mehanizma. Za tako sračunate uticaje neophodno je prekontrolisa- 
ti da li je dobijeno obrtanje plasticnog zgloba manje od teorij- 
ski moguceg. Ukoliko jeste, poslednji nivo opteređenja je granid- 
no opteredenje. Ukoliko ne, onda treba nadi ono opteredenje pod 
kojim dolazi do iscrpljenja kapaciteta rotacije nekog od plastid- 
nih zglobova, pa je to opteredenje granidno.
2. Za slučaj da se završna grana zavisnosti moment-srednja 
krivina razlikuje od horizontale, tj. da je пека funkcija razli- 
cita od konstante, tada se u toku proraduna ne javljaju pravi 
plastidni zglobovi, Postepenìm povedanjem opteredenja dolazide do 
preraspodele uticaja, a granìcno opteredenje je ono koje u nekom 
od preseka dostigne granidni momenat nosivosti M . U nekìm od 
ostalih preseka bide dostignuti ili prekoradeni momenti plastic- 
nosti M , ali se pravi mehanizam loraa nede ostvariti zbog nemogud 
nosti porasta krivine bez prirasta opteredenja, U ovakvom sludaju 
néma potrebe za proverom obrtanja u presecima jer su ona obuhva- 
dena uslovom da su ostvareni momenti manji od momenta loma M . Na 
žalost, u ovim sludajevima gde funkcija promene krivine od momen­
ta plastidnosti do momenta loma ima ostar nagib, odnosno gde ma­
lora prirastu momenta odgovara znadajan prirast krivine, iterativ- 
ni postupak metode linearnih aproksimacija obidno ne konvergira.
7.4. Deformacije statidki neodredjenih armiranobetonskih 
nosada
Pojava prslina na nosacu, kao i stvaranje plastidnih zglo­
bova fdirektno utidu na velidinu deformaci ja armiranobetonskih eie 
menata. Smanjenjem krutosti usled formiranja prslina deformacije 
nosada rastu u apsolutnom iznosu u odnosu na rešenja teorije elas 
ticnosti sa homogenim presekom. Isto tako, prouzrokovana preraspo 
dela sila u statidki neodredjenim nosadima, kao posledica promene
krutosti, izaziva sekundarne promene deformacijskih veličina.
Formiranje plastičnih zglobova utiče direktno na promenu 
statičkog sistema i na dodatno povedanje deformaci ja. Isto tako, 
ukupne velieine deformaeija zavisiđe i od nivoa opteredenja pod 
kojim se plastični zglobovi formiraju.
Analizom ideaino elastoplasticnog nosača (si. 7.1.a,b,c) 
dobija se da bi razvoj ugiba u sredini raspona u funkeiji opte­
redenja izgledao kao na siici 7.6 .a. Ugib bi pratio elasticno 
rešenje sve do obrazovanja prvog plastidnog zgloba u ukljeste- 
nju, a za dalji prirast opteredenja ugib bi rastao kao za slo- 
bodno oslonjenu gredu sve do obrazovanja mehanizma loma.
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Analizom nosada na siici 7.2 a,b,c, koji obuhvata i uticaj 
prslina, može se zaključiti da ce ugib pratiti elastično rešenje 
samo do pojave prve prsline. Za povedanje opteredenja ugibi de 
brže rasti zbog smanjene krutosti nosada, a u funkeiji promene 
krutosti, odnosno presednih sila, sve do pojave prvog plastidnog 
zgloba u uklještenju. Za dalji prirast opteredenja ugibi de još 
brže rasti kao za slobodno oslonjenu gredu promenljive krutosti, 
sve do pojave mehanizma loma (si. 7.6 .b ) .
Za sludaj realnog nosada prikazanog na siici 7.3. veza 
opteredenje-ugib je funkcija i nacina armiranja nosada. Od nadi- 
na armiranja zavisi i redosled otvaranja plastidnih zglobova, ko­
ji je od uticaja na velicinu ugiba, jer je prirast ugiba razli- 
dit za novoformirani staticki sistem u kome se plasticni zglob 
javio prvo u polju od onoga u kome se plasticni zglob javio prvo 
u uklještenju. Pod uslovom da imaju istu granidnu silu koja 
formira mehanizam loma, razlicito armirani nosac (si. 7,4.a,b,c)
de imati različite ugibe. Ako se zanemari uticaj preraspodele sta- 
tičkih veličina na ugib, koji jepre formiranja plastičnog zgloba sekunđamog 
karaktera, onda ce razvoj velieine ugiba zavisiti od redosleda po- 
jave plastičnih zglobova i nivoa opteređenja pri kome se prvi plas- 
tični zglob javlja. Za nosače koji istovremeno dostižu plasticni 
zglob i u uklještenju i u polju (sl. 7.4.c) ugibi bi trebalo da 
budu najmanji, jer nema đopunskog ugiba usleđ promene statičkog 
sistema nosada. Za nosače koji su armirani tako da se prvi plas­
ticni zglob javi u polju (sl. 7.4.b) ugibi su vedi nego za one 
kod kojih se prvi plasticni zglob fornirà u ukljestenju (sl.7.4.a) 
pod uslovom da je za oba nosača sila P^ _ koja prouzrokuje stvara- 
nje prvog plastidnog zgloba ista (sl. 7.7).
Kao što je ranije istaknuto armiranobetonski nosaci se mogu 
dimenzionisati prema metodama graniene analize . Istoj granidnoj 
sili p mode odgovarati spektar redenja odnosa armature u polju 
i u ukljestenju koji de zadovoljiti nosivost i imati dovoljan ka- 
pacitet rotacije kritidnih preseka. Usvojena armatura može biti 
veoma različita od one koja odgovara rešenju teorije elastičnosti 
U tim slučajevima pojava prvog plastidnog zgloba kod pojedinih 
nosada mode se realizovati pod razliditim nivoom opteređenja 
(P^1? P 2 ,...). Ugibi de u ovim sludajevima odigledno biti vedi 
kod onih nosaca kod kojih se ranije formirao plasticni zglob 
(sl. 7.8), a najmanji ce biti kod nosada koji istovremeno dos- 
ti du plastifikaciju u oba kriticna preseka.
Л р
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7.5. Kriterijumi za odredjivanje moguđnosti
preraspodele statičkih uticaja u statički 
neodredjenim linijskim nosačima
7.5.1. Uslov zadovoljenja kapaciteta rotaci je 
plastičnog zgloba
Za nosač đimenzionisan po metođama granične analize tako 
da rešenje ođstupa od teorije elastičnosti, neophodan je dokaz 
kapaciteta rotacije ostvarenih plastičnih zglobova pri granič- 
nom opteređenju.
Razmatra se gredni nosač slobodno oslonjen na jeđnom i uk- 
lješten na drugoin kraju, opterecen koncentrisanom silom u sredi­
ni raspona, Na siici 7.9. prikazano je rešenje momenata savija- 
nja po teoriji elastičnosti i jedno od mogudih rešenja koje zađo- 
voljava nosivost (isto granično opteređenje P ), a koje odgovara 
umanjenom momentu uklještenja za procenat oC i odgovarajuđe po- 
vedanom momentu u polju. Neka je nosač armiran prema rešenju gra­
nirne analize .
Pri opteredivanju nosača;uz zanemarenje promene krutosti no-
sača; prvi plastični zglob de se javiti u uklještenju pri sili
Ру=(1 - OCq ) Pu ( stvarna sila de biti nešto veda- si. 7.2.-
zbog preraspodele momenata savijanja usled pojave prslina na no-
sadu). Ü trenutku neposredno pred stvaranje mehanizma loma pri-
rast sile AP  = P - P = OC P deluje na sistemu slobodno oslo-u y o u  J
njene grede izazivajudi pri tome rotaciju preseka uklještenja 
veličine :
Mo = 0.188 Pul 
Mp = 0.156 Pul
Mo = (1 -odo) 0-188 Pul 




gde je k^ koeficijent koji zavisi od statičkog sistema koji je 
uključio plastični zglob (u razmatranom slučaju slobodno oslo- 
njene grede к = 16). Pri tome obrtanje preseka treba radu­
nati sa stvarnom krutošđu grede pođ opteređenjem P . Proračunom 
ostajemo na strani sigurnosti (dobijamo vece obrtanje) ako za 
krutost nosača usvojimo krutost isprskalog preseka u polju (Е^Ј )
neposredno pred stvaranje plastičnog zgloba u poiju,i posto je 
stvarno Д р  nešto manje 0d oC0 P ^ . Da bi se ostvarila puna preras- 
podela momenata savijanja ovako sradunata rotacija mora biti ma- 
nja od teorijski mogude rotacije plastičnog zgloba u uklještenju, 
date izrazom (5.2). Dakle:
( n > °^Pul
( D }  ^2 *
(7.7)
gde je krivina u uklještenju (u preseku u kome se javio plas-
tidni zglob) u trenutku dostizanja napona razvlačenja u armaturi.
= - J a _
j  Xj ( 1 - S j ) h
(7.8)
Zamenjujuda dužina plastidnog zgloba p^/2 = Ь//3 se u analizi
može uzeti po nekom od ranije navedenih predloga.
Ako se uspostavi veza izmedju krutosti preseka sa prslinom 
u polju nosača i krutosti homogenog preseka (si. 3.4) koja je 
približno linearno zavisna od procenta armiranja preseka:
E bJx ~ T f ^ p  ~ /^р Л
dobija se:
C^ o Pu t2
(7.10)
Procent armiranja u polju nosada j d p se iz uslova nosivosti pre­
seka mode nađi kao:
Ur
PU 1 ( 0; 15G+ O.,O9 4 o0o )
(7.ii:
Duktilitet preseka mora tako zadovoljiti relaciju
O ß ß n d o  i1 + C
k] ^  (o;15G + 0;094 oć0 ) h
(7 .1 2 )
Kao sto izraz (7.12) pokazuje velidina duktiliteta preseka u ко­
те se formirao plastidni zglob (u razmatranom sludaju preseka u 
uklještenju) mora biti veda od jedinice uvedane brojem koji je 
funkcija niza parametara:
- položaja neutralne linije u trenutku plastifikacije ar­
mature u ukljestenju (s )
- velidine procenta predvidjene preraspodele ( OÓ0 )
- dužine plastidnog zgloba ( ß> )
- odnosa raspona i visine nosada ( 1 /h)
- strukture obrazovanog statickog sistema sa plasticnim 
zglobom i vrste i položaja opteredenja (k^)
- procenta armiranja preseka u polju ( ^  )
nog preseka
i oblika popreč-
- odnosa modula deformacije betona i čelika (ij, ).
Kako je i sama velieina duktiliteta preseka u uklještenju funkeija 
procenta armiranja, vrste čelika i betona, izbora granične dila­
taci je betona i armature, to je analiza svih spomenutih parametara 
izuzetno složena. Neophodno je zbog toga svaki konkreten slučaj 
razmatrati zasebno.
Generalno posmatrano, nejednačina (7.12) se za razmatrani 
slučaj jednostrano uklještene grede moze svestì na oblik
Џ>~ i* ^ 2. ^ _____________ jjl____________________ _
f * S  "  _ J __  + _ t _________O ^ ß r i O ^ p ____________  (7-1
К k 1 ^  (о,15б+о;Ьд4о^0 )
gde su za presek u uklještenju U i il7 procenti armiranja za- 




О О 2  — (7.14)
Kvalitativno, uslov (7.13) se može predstaviti dijagramom na sii­
ci 7.10.
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Za zahtevani procenat preraspodele uticaja može se odrediti 
granieni procent armiranja (ili razlika zategnute i pritisnute ar­
mature u preseku) od кода stvarni procent armiranja mora da bude
manji da bi se preraspođela momenata savijanja ostvarila u potpu- 
nosti .
Drugi kriterijum koji nosad dimenzionisan prema granidnoj 
analizi mora da zadovolji je obezbedjenje funkcionalnosti t j . 
neophodno je da deformacije nosača kao i velieine prslina budu 
u propisanim granicama.
S obzirom na okolnost da se za nivo opteredenja do maksi- 
malnog eksploatacionog ne đobijaju značajne razlike u veličini 
presednih sila u poredjenju sa teorijom elastidnosti za uobida- 
jene razlike u armaturi nosada, to su i deformacije nosača prib- 
ližno istog reda velieine. Na značajnije poveđanje ugiba može 
uticati samo pojava plastičnog zgloba, ođnosno promena statičkog 
sistema po formiranju istog.
Kao kriterijum po deformacijama za preraspodelu u statidki 
neodredjenim nosačima generalno se moze postaviti uslov da se ar­
matura nosada može razlikovati od one prema rešenju teorije elas- 
tidnosti tolìkojda se pri maksimalnom eksploatacionom opteredenju 
ne sme formirati plasticai zglob.
nosača, sradunatih prema granidnoj analizi (F ) i teoriji elastic-
3.
nosti (F ), se mode izraziti u funkcìji ostvarenih momenata savi- 
janja pri maksimalnom eksploatacionom opteredenju, kraka sila 
(približno istom u oba slučaja) i napona u deliku. Ako se razmatra 
granicni sludaj da se u preseku dimenzionisanom po granidnoj anali­
zi javlja pri torn plasticni zglob, onda je:
7.5.2. Uslov zadovoljenja funkcionalnosti nosada
Odnos kolicina armature, u jednom karakteristidnom preseku
\~a Q улл.к M Q X)\/ -rviaxMç ' *vi4x M
2 - &a.,dop
U realnoj konstrukciji za uobidajene slucajeve odnos ostva-' -L.
(7.15J
renih momenata savijanja varira u granicama od M /м =0 ,8-1,0 kao 
posledica pojave prslina na nosacu, pa siedi:
(7.16)
Dakle, maksimalna moguđa preraspođela za uobičajene tipove 
linijskih nosača (kontin.nosači) se kređe u granicama od 40-50% 
u ođnosu na rešenje teori je elastičnosti, prema postavijenom 
kriterijumu.
Uspostavljanje kriterijuma preraspodele uticaja s obzirom 
na veličinu prslìna pri eksploatacionom opterecenju je veoma teš- 
ko imajuđi u vidu veliki broj zastupljenih parametara.Zasada se 
smatra da kod uobičajenih tipova konstrukcija zadovoljenje uslova 
da armatura u eksploataciji ne dostigne granicu razvlačenja osi- 
gurava da velieina prslina ostane u dozvoljenim granicama.Ovo tre- 
ba primiti sa rezervom i u konkretnim slucajeviina obavezno vrsìti 
kontrolu maksimalnog otvora prsline.
8 . EKSPERIMENTALNA ISTRAŽIVANJA
8.1. Cilj istraživanja i formiranje eksperimen- 
talnog modela
Eksperimentalni deo istraživanja planiran je tako da pre- 
vashodno omoguđi prađenje promene statičkih uticaja i deformacija 
u jedanput statički neodređjenom nosaču na dva polja, simetrič- 
nom u odnosu na srednji oslonac.
Kako bi mogao da se ođređi uticaj načina armiranja na pre- 
raspodelu statičkih uticaja, izvršena su varijantna armiranja 
karakterističnih zona nosača. Predviđjeno je da se ispitivanje 
izvrši pod opteređenjem kratkotrajnog karaktera, intenziteta od 
nule pa do veličine koja odgovara pojavi mehanizma loma.
Eksperimentalni model formiran je kao armiranobetonska 
greda na dva polja, osovinskih raspona 2x2,5 m. Greda je konstan- 
tnog pravougaonog poprečnog preseka, dimenzija 16x25 cm. Optere- 
cenje je predvidjeno u vidu koncentrisanih sila u poljima, na 
rastojanju od 1 , 0 m levo i desno od srednjeg oslonca (si. 8 .1 ).
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Armatura nosača konstruisana je na četiri različita načina, 
prema сети su grede dobile i oznake: А, В, C, D.
Kod grede tipa A, armatura je izabrana tako da približno 
odgovara rešenju statičkih uticaja po teoriji elastičnosti.
U gredi tipa B, armatura u polju je poveđana za око 20% и 
odnosu na gredu A, a armatura nad srednjim osloncem je odgova- 
rajude smanjena, tako da se ostvari teorijski isto granično 
opterecenje kao kod grede A (pod idealnim uslovom da su preseci 
duktilni, da se zanemaruje zona ojačanja čelika, a da upotreb- 
ljena armatura ima istu granicu razvlačenja).
Greda tipa C armirana je sa 40% vecom armaturom u polju i 
odgovarajuđe smanjenom armaturom iznad oslonca.
Greda tipa D armirana je tako da je armatura u poijima sma- 
njena za oko 20% u odnosu na gredu A, a armatura iznad srednjeg 
oslonca odgovarajuce povećana.
Momenti plastičnosti pojedinìh zona nosača sračunati su na 
osnovu eksperimentalno utvrdjenih veza napon-dilatacija za beton 
ì čelik. Granična sila, pri kojoj se ostvaruje mehanizam loma, 
dobija se lako principom virtuelnog rada na obrazovanom mehanizmu 
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si. 8.2.
U tabeli 8.1. prikazana je usvojena armatura u karakteris- 
tičnim presecima nosača, odgovarajuce velieine momenta plastič- 
nosti, velieina graničnog opterecenja koje odgovara pojavi meha- 
nizma loma, kao i odnos izmedju graničnih momenata i momenata 
sračunatih po teoriji elastičnosti koji bi se ostvarili pod is- 
tim opterecenjem.
Dimenzije preseka i procenti armiranja zategnutom i pritis- 
nutom armaturom odabrani su tako da obezbedjuju duktilan lom, dok 
su uzengije dimenzionisane tako da obezbede nosač od eventualne 
pojave loma usled glavnih napona zatezanja, pre pojave mehanizma 
loma usled savijanja. Predvidjena marka betona je bila MB 30, če- 
lika ČBR 400/500.
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8.2. Program eksperimentalnog istraživanja
Predvidjeno je ispitivanje po dva od svakog tipa nosada, 
ukupno 4 x 2 = 8  nosada. Opteredenje je predvidjeno statidko. Na- 
nošenje se vrši u fazama od po P = 5 kN, sve do loma. Posle svake 
faze opterecenja predvidjeno je očitavanje mernih instrumenata.
Eksperimentom su predvidjena slededa opažanja:
1 . Merenje reakcije jednog krajnjeg oslonca, precizno iz- 
baždarenom mernom doznom (dinamometrom) tipa AMSLER-SCHAFFHAUSEN.
2. Merenje ugiba u karakterističnim presecima nosada, ugi- 
bomerima tipa HUGGENBERGER.
3. Merenje nagiba nad slobodnim osloncima klinometrima 
tipa HUGENBERGER.
4. Merenje dilatacija betona i armature, pomocu deformetra 
tipa HUGGENBERGER i mernih traka.
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simalnog otvora prsline u polju i iznad srednjeg oslonca
Isto tako, predvidjena je izrada i ispitivanje šest near- 
miranih (tip E) i šest armiranih (3 tipa F i 3 tipa G) prizmi 
dimenzija 15 x 15 x 75 cm, radi odredjivanja čvrstoce betona na 
pritisak, na zatezanje pri savijanju i formiranje realnog dija- 
graraa napon - dilatacija. Predvidjeno je i ispitivanje granice 
razvlacenja, granice kidanja i dijagrama napon-dilatacija za 
ugradjenu armaturu.
Dispozicija eksperimentalnih nosada, sa položajem mernih 
mesta data je na si. 8.4.
8.3. Izrada eksperimentalnih nosača
Svi eksperimentalni uzorci izradjeni su u fabrici stanova 
GRÒ RAD iz Beograda. Betoniranje uzoraka izvršeno je istovreme- 
n o , betonom sitnije frakcije, maksimalnog zrna agregata 24 mm. 
Ugradjivanje betona je vršeno pervibratorom. S obzirom na zim- 
ske uslove, izvršeno je grejanje agregata pre ugradjivanja i od- 
govarajuđa nega betona posle ugradnje. Svi uzorci držani su u 
istim uslovima. Okolnost da je upotrebljena drvena oplata prouz- 
rokovala je kod pojedinih uzoraka minimalna odstupanja od pred- 
vidjenih dimenzija, koja su praktično bila zanemar1 jiva.
8.4. Rezultati ispitivanja kvaliteta betona
8,4.1. Čvrstoca na pritisak i radni dijagram 
napon-dilatacij a
Ispitivanje je izvršeno na betonskim prizmama 15x15x75 cm 
i to: tri nearmirane (tip E ) , šest armiranih (tri tipa F i tri 
tipa G). Ispitivanje je izvršeno neposredno pre ispitivanja ek­
sperimentalnih greda pri starosti betona od 4 meseca. Na siici
8.5, prikazani su dijagrami napon-dilatacija dobijeni merenjem 
deformetrom u srednjoj tredini uzorka. Kod armiranih prizmi ti­
pa F i G računski je odbijen udeo armature na nosivost uzorka.
Merenja su pokazala da je zavisnost б ' у - ё у  linearna do na- 
pona oko 1,0 MPa, da bi porastom naprezanja odstupala od linear­
ne. Konstatovan središni napon prizme pri lomu i podetni modul 
deformacije betona dati su u tabeli 8 .2 .
Tabela 8.2.
ßp/MPa/ Ebo/MPa/
prizma E 29,7 33170
" F 31,5 33920
" G 31,5 34030
Silaznu granu dijagrama 6  ^ - ni je bilo moguce ineriti.
Na osnovu poredjenja može se konstatovati da se kao račun-
ski model za krivu može usvojiti kvadratna parabola, di-
je teme odgovara dilataciji od 2,0^  i naponu jednakom čvrstođi
prizme. Ovako usvojen model, za ß = 3 0  MPa daje početni modul
P
deformacìje betona E, = 30000 M Pa.J bo
8.4.2. Čvrstođa betona na zatezanje pri savijanju
Klasičnim opitom Empergerove gredice izvršeno je i ođredji 
vanje uslovne čvrstode betona na zatezanje pri savijanju. Ispiti 
vanje dva nearmirana uzorka đalo je istu silu loma. Konstatovana 
uslovna čvrstoda betona na zatezanje pri savijanju (pod pređpos- 
tavkom linearne raspodele napona po visini poprečnog preseka) je 
[ÒZ 5 = 4,4 MPa.
8.5. Ispitivanje čelika
Ispitivanje je izvršeno na neobradjenim uzorcima nominal- 
nog prečnika 08,10 i 12 mm. Merenje dilataci ja vršeno je elek- 
tronskim ekstenzometrom baze loomm, što praktično odgovara pro- 
pisanoj bazi od 1 0 0 .
Rezultati ìspìtivanja dati su u tabeli 8.3.
Tabela 8.3.
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28,0 560 43,5 870
30,0 600 45,8 916
41,0 522 - -
10 100 0,785 39,0 471 - - 2,05.105
40,0 510 54,8 698
40,0 510 55,6 709
58,0 513 - -
12 100 1,13 59,0 5 22 - - 2 ,10 .IO5
58,5 518 78,7 696
57,6 510 78,9 698
Konstatovan oblik dijagraina napon-dilatacija dat je na siici 8 .6 .
8 .6 . Ispitivanje eksperimentalnih nosača i 
analiza rezultata ispitivanja
Ispitivanje eksperimentalnih nosača izvršeno je u Institu- 
tu za ispitivanje materijala SR Srbije u Beogradu, u vremenskom 
periodu od 8 dana, cime je obezbedjena praktidno ista starost 
uzoraka u tranutku opterecivanjа (око 4,5 mesecì).
Ispitivanje je izvršeno u svemu prema programu ispitivanja, 
izuzev sto ni je izvedeno ugradjivanje mernih traka na armaturu, 
jer bi njihovo naknadno ugradjivanje u veđ izbetonirane nosade 
u znadajnoj meri narušilo homogenost uzoraka. (Ovo je trebalo iz- 
bedi s obzirom na znadaj odredjivanja pojave prve prsline i nji- 
hovog daljeg razvoja).
Opteredenje je na gredu nanošeno parom presa preko delic- 
nih pločica dimenzija 15 x 20 cm. Iste plocìce bile su postavlje- 
ne i preko ležišta od okruglog delika.
Ispitivanje jedne grede trajalo je око 3 casa, ne raduna- 
judi pripremu grede i instrumenata.
8.6.1. Analiza rezultata merenja statidkih velidina
Precizno izbaždarenim instrumentom oditavana je velidina 
reakcije krajnjeg oslonca nosaca za svaki nivo opteredenja. Sa 
poznatom reakcijom vrednosti ostalìh presednih sila lako se do- 
bijaju radunski iz uslova ravnoteže. U prilogu, u tabeli 1. da­
te su vrednosti merene reakcije oslonca, kao i sradunatih mome- 
nata savìjanja ispod sile u polju ì ìznad srednjeg oslonca za 
sve ispitivane grede: Al, A 2 , B l , B 2 , C l , C2, Dl, D 2 . Radi po- 
redjenja u tabelama su prikazani isti uticaji sradunati po teo- 
riji elastidnosti. Na slikama 8.3 - 8.15. prikazani su dijagra- 
mi promene merene reakcije krajnjeg oslonca, kao i momenta savì­
janja u polju Mp i iznad srednjeg oslonca M q u  funkciji rasta op­
teredenja. Istovremeno je, radi poredjenja, tanjom linijom iz- 
vudeno i rešenje koje odgovara teoriji elastidnosti.
Znacajno je napomenuti da se u nosacu realno ostvaruju 
nešto manji momenti (15-20%) od sradunatih zbog efekta redukci- 
je usled prenošenja opteredenja i reakcija preko delidnih pio- 
dica odredjene sirine, sto utide na stvarnu velicinu kritidnog 
opteredenja (si. 8.7.).
Analizom rezultata postaje evidentno da do preraspodele 
uticaja dolazi odmah po pojavi prve prsline. Kod greda A, B, C 
prva prslina se javila u preseku iznad srednjeg oslonca, kao što 
je i odekivano, pri opteređenju od P = 10-20 kN(predvidјепо ra- 
čunsko opteređenje P = 15 кк). Procès preraspodele odvijao se ta- 
ko što je za prirast opteređenja brže rastao momenat u polju u 
odnosu na elasticno rešenje, a sporije moment iznad srednjeg os­
lonca, što je posledica smanjene krutosti oslonackog preseka. 
Pojavom prsline i u polju, pri opteređenjima od 15-25 k N , redu- 
kovana je i krutost preseka u polju, pa se preraspodela uticaja 
za dalji prirast opteredenja odvijala u funkciji promene kru­
tosti pojedinih delova nosača.
Kod grede tipa A, oslonačka zona je u isprskalom stanju 
imala vécu krutost od isprskale zone u polju, zbog vece armatu­
re u preseku, pa je prirast oslonadkih momenata bio nešto brži 
od prirasta momenta u polju, dok je kod grede tipa C, gde je ar­
matura u polju bila znatno veda od one iznad oslonca, slučaj 
bio obrnut.
Pojava plastičnog zgloba dovodila je do znadajne dopunske 
preraspodele uticaja u nosadu. S obzirom na relativno značajno 
izraženu zonu ojadanja delika, u nosadu nisu ostvareni "pravi" 
plasticni zglobovi, u kojima bi moment savijanja zadržao konstan- 
tnu vrednost pri daljem porastu opteredenja. Piastifikacija ar­









formacija i povecanje širine prslina na nosadu. Momenti u prese- 
ku u kome se formirao plastični zglob su za prirast opteređenja 
značajno sporije rasli u ođnosu na porast momenta u preseku u ko­
me nije đošlo do formiranja plastičnog zgloba.
U gredama tipa A dopunske preraspodele uticaja usled po- 
jave plastičnog zgloba ni je praktično bilo, jer je armatura po- 
čela da teče istovremeno u polju i nad srednjim osloncem, pri op- 
teređenju od P = 80-85 k N . U gredama tipa В dopunska preraspode- 
la uticaja desila se pri opteredenju od P = 65-70 kN kada se 
plstifikovao presek iznad oslonca. Za prirast opteređenja zna- 
čajno su rasli momenti u polju, sve dok se plasticni zglob nije 
ostvario i u polju pri opteređenju od P = 80-85 k N .
Dopunska preraspodela u gredama tipa C, podela je još ra­
ni je, pri opterecenju od P = 60-65 kN, jer se presek iznad oslon­
ca plastifikovao zbog manje armature već pri torn opteređenju. U 
polju se plasticni zglob oformio pri opterecenju od P = 80-85 k N .
Formiranjem plastidnih zglobova nije došlo do loma nosača.
S obzirom na zonu ojačanja armature, bilo je moguce i dalje po- 
vedavati opterecenje i pratiti promenu uticaja sve do onog nivoa 
kada su deformaci je bile toliko velike, da zbog njihovog prog- 
resivnog povedavanja nije bilo moguce dršati konstantno optere- 
cenje na presama. Deformacije su bile toliko velike da su instru­
menti izlazili iz opsega rada i morali su se ukloniti. Poslednja 
citanja vršila su se pri opterecenju od P = 90 kN, kada su no- 
sači rasteređivani da bi se uklonili instrumenti, a zatim pono- 
vo opteredivani do stvarnog loma. Lom se kod svih greda dešavao 
drobljenjem pritisnute zone betona, neposredno u zoni pored plo- 
dica preko kojih se prenosilo opterecenje ili plodice iznad sred- 
njeg oslonca. Kod greda A, B i C dolazilo je do praktidno isto- 
vremenog otkazivanja pritisnute zone betona i u polju i nad sred­
njim osloncem.
Kod grede tipa D, prva prslina se u oba slucaja javila u 
polju pri P = 15 kN iako je odnos izmedju otpornog momenta pre- 
seka i ostvarenog momenta savijanja za polje bio veci u poredje- 
nju sa oslonackim presekom. Redukcijom krutosti preseka u polju 
preraspodela se za prirast sile odvijala na taj nadin da je oslo- 
nadki moment imao brzi prirast od momenta u polju. Ovaj se pro­
cès zadržao i posle pojave prve prsline iznad oslonca pri opte-
redenju od P = 20 kN, jer je krutost isprskalog oslonadkog pre- 
seka i dalje bila znacajno veda od krutosti preseka u polju.
Prvi plastidni zglob se kod grede D javio u polju pri op- 
teredenju od P = 65-70 kN, a ìznad oslonca pri opteredenju od 
P = 80-85 kN.
Ostvareno granidno opteredenje, koje je formiralo mehani- 
zam, je za sve grede bilo prakticno isto. Njegova velieina bila 
je za 15-20% veda od računske, što se mode objasniti ranije spo- 
menutim efektom redukeije uticaja usled prenošenja koncentrisa- 
nog opteredenja preko površine odredjenih dimenzija.
Ostvarenì momenti pri granidnom opteredenju blidili su se 
rešenjima teori je plastičnosti. Postojanje odredjene razlike mo­
de se objasniti promenom moinenata u plastičnom zglobu usled zo­
ne ojačanja armature.
Opteredenja koja su prouzrokovala stvarni lom nosaca (lom 
betona) prikazana su u tabeli 8.3.
Tabela 8.3.
Greda Al A2 Bl B2 CI C2 Dl D2
P (kN) u 1 1 0 118 1 1 2 116 1 1 2 1 1 0 107 109
Iz rezultata opita evidentan je uticaj nadina armiranja no­
saca na preraspodelu statidkih uticaja. Na siici 8.16. je prika- 
zano procentualno odstupanje merenih vrednosti reakeije krajnjeg 
oslonca (odnosno momenta u polju) od vrednosti dobijenih po teo- 
riji elastidnosti, za sve ispitivane nosade.
Analizom dijagrama evidentno je siedete:
1. Razlika merenih vrednosti od rezultata teori je elastic- 
nosti u okviru eksploatacionih opteredenja krede se u okvirima 
+ 15%, za sve ispitane uzorke. To prakticno znaci da de i u no- 
sadima koji su armirani po teoriji elastidnosti (greda A) stvar­
ni naponi u armaturi u pojedinim presecima varirati za istu vred- 
nost. Kod nosaca armiranih znacajno razlicito u odnosu na teori- 
ju elastidnosti imamo sludaj (greda C na primer) da znacajno po- 
vedanoj armaturi u polju za 40% odgovara povedanje momenta sa- 
vijanja samo za 15% i obrnuto: da znacajno smanjenoj armaturi
iznad oslonca (40%) odgovara smanjenje momenta samo za 15%.
Dakle^ u fazi eksploatacionih opterecenja, preraspodela liti­
ca ja ne prati direktno proporcionalno promenu količine armature 
u karakterističnim presecima.
2 . Kako se opteređenje bliži graničnom tako se razlika u 
rezuitatima u odnosu na teoriju elastičnosti ili smanjuje ili 
povecava u funkciji načina armiranja gređe . Rod grede tipa A, raz­
lika teži nuli, za gredu tipa B i D je оке + 20%. Ukratko, mere- 
ne vrednosti teže rešenjima teorije plastičnosti tj . uticaji pri 
graničnom opteređenju su približno proporcionalni ugradjenoj ar- 
maturi. Jedino je kod grede tipa C došlo do odstupanja. Umesto 
očekivanih 40% razlike u odnosu na teoriju elasticnosti ostvare- 
no je odstupanje oko 25-30% pri graničnom opteređenju. Ovo se mo- 
že objasniti time sto je armatura u preseku iznad oslonca značaj- 
no zašla u zonu ojadanja u trenutku formiranja mehanizma loma.
3. Kvalitativno posmatrano iz oblika dijagrama A(%) - P 
jasno je da razlike u odnosu na teoriju elastičnosti podinju st- 
varanjem i razvojem prslina na nosacu, da pri nivou opterecenja 
koje je око maksimalnog eksploatacionog pa do formiranja prvin 
plastičnih zglobova ostaju približno konstantne(što bi odgovaralo 
stabilizovanoj mreži prslina), da bi zatim rasle ili opadale u 
funkciji nadina armiranja nosača. Pri granicnom opteređenju sta- 
ticki utìcaji se bliže rešenjima teorije plasticnosti (si. 8.17).
S I . 8.17.
8.6.2. Analiza rezultata merenja nagiba i ugiba nosača
Tokom eksperimenta merena je promena ugla nagiba (obrtanje) 
preseka iznad krajnjih oslonaca kontinualne grede . Vrednosti do- 
bijene merenjima prikazane su u tabeli 2 u prilogu.
Promene ugla nagiba u funkciji opterecenja prikazane su za 
pojedine grede na siici 8 .l8a-d.
Za opteredenje manje od onoga koje izaziva pojavu prsline 
vrednosti ugla obrtanja preseka su se dobro slagale sa rešenjem 
teorije elastičnosti. Pojavom i razvojem prslina na nosaču uglo- 
vi obrtanja su znadajnije rasli, zadržavajuđi približno linearan 
odnos sa opteređenjem. Sve do pojave prvog plasticnog zgloba me- 
rene vrednosti su formirale praktično bilinearnu vezu nagib-op- 
teredenje. Pojavom prvog plastidnog zgloba nagib je naglo rastao, 
da bi j о š jedan izraziti dopunski prirast imao pojavom drugog plas 
ticnog zgloba. Na dijagramima se jasno moze uociti doprinos pr­
slina i pojave plastidnih zglobova na povedanje ugla nagiba u 
odnosu na elastično rešenje.
Ostvareni nagibi pri maksimalnom eksploatacionom opteređenju bi­
li su 2,5 do 3,5 puta veci od sračunatih po teoriji elastidnosti 
zbog smanjenja krutosti nosaca. Nagibi pri granidnom opterede- 
nju su bili 5,5 do 8 puta veci od elastičnih.
Merenje ugiba vrseno je u karakterističnim presecima nosa- 
ca, tako da se za svaki nivo opteredenja mogao odrediti oblik 
elastične lini je. Vrednosti izmerenih ugiba u funkciji opterede- 
nje prikazani su u tabeli 3 u prilogu.
Na siici 8.l9a-d prikazani su dijagrami opteredenje-ugib 
za preseke u sredini raspona, kao i elastične linije nosada za 
nivoe pojedinih opteredenja.
Iz  analize dijagrama se mogu izvesti slidni zakljucci о po-
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našanju nosača pod opteredenjem kao kod promene nagiba nad kraj- 
njim osloncima. Pri niskim opterećenjima, pre pojave prve pr- 
sline, nosač se ponaša praktično po teoriji elastičnosti. Po- 
javom prve prsline i daljim razvojem prslina ugibi brže rastu, 
ali po približno linearnoj zavisnosti sa opteređenjem. Sve do 
pojave prvog plastičnog zgloba odnos opterecenje-ugib je prib- 
ližno bilinearan. Obrazovanjem plastičnog zgloba ugibi još br- 
že rastu, sve do pojave mehanizma loma. Na dijagramima se može, 
takodje, jasno uočiti da je ukupan ugib zbir elastičnog ugiba, 
ugiba usled razvoja prslina na nosaču i ugiba usled formiranja 
plastičnih zglobova. Ostvareni ugibi na nosaču pri max.eksploa- 
tacionom opteređenju bili su 3,5-4,5 puta veci od elastičnih. 
Ugibi pri graničnom opteredenju bili su i vise od 10 puta veci 
od odgovarajuđih elastičnih ugiba.
Merene vrednosti ugiba za sve tipove eksperimentalnih gre- 
da nalazile su se u granicama od + 1 0% za pojedine nivoe opte- 
ređenja, sve do razvoja plastičnih zglobova. Praktično se mode 
redi da su grede imale isti ugib, s obzirom na uobicajenu dis­
persi ju rezultata i kod identìcnih -armiranobetonskih elemenata. 
Merene vrednosti ugiba u sredìni polja za razlicite tipove 
grede uporedjene su na dijagramima na slikama 8 .20a i b.
8.6.3. Analiza rezultata merenja dìlatacija
S obzirom na okolnost da je moment savijanja bio promenljiv 
duž nosača merene vrednosti dilatacìja predstavljaju neke sred- 
nje vrednosti na dužini deformetarske baze (25,4 cm). Dilataci- 
je u zonama m ax.napregnutih preseka bilo mogude meriti samo neg- 
de do opteredenja od P = 70 k N , kada je počinjalo stvarenje 
plastičnih zglobova, jer su kasnije one bile toliko velike da 
su izlazile iz opsega instrumenta.
Na slikama 8.2la-d prikazan je raspored srednjih vrednosti 
dìlatacija u maksimalno opteredenim presecima, u polju ispod sile i 
iznad oslonca, za ispitivane nosače Al, B2, C 2 , D 2 .
Dobijene vrednosti pokazuju da je Bernulijeva hipoteza 
















8.6.4. Analiza formiranja, razvoja i 
velieine prslina
Prve prsline su se javljale pri opteređenju P = 10-20 kN 
i to: kod grede A konstatovane su istovremeno u polju i iznad 
oslonca, kod greda B i C prvo iznad oslonca i kod grede D prvo 
u poiju. Porastom opteređenja formirala se na nosaču mreža pr­
slina, tako da su se postojede prsline otvarale i stvarale se 
nove. Pri opteredenjima od око P = 40 kN formiralo se stabili- 
zovano stanje prslina. Pri daljem porastu opterecenja formirane 
prsline su se širile i produžavale a nisu se otvarale nove. Tek 
pri opteredenjima od око P = 70 k N , dakle pojavom prvih plastic- 
nih zglobova;došlo je i do formiranja novih prslina, dok su se 
postojede naglo širile u zonama plastifikacije armature.
U zoni oko srednjeg oslonca prsline su se formirale ver- 
tikalno (iznad samog oslonca) i dijagonalno (u zoni levo i des­
no od oslonca). U poljima, izmedju krajnjih oslonca i sile formi­
rale su se vertikalne prsline, dok su izmedju sile i srednjeg os­
lonca formirane dijagonalne prsline usmerene prema sili.
Na slikama 8.22a-d dati su dijagrami koji prikazuju raz- 
voj velieine max.otvora prsline u polju (a ) i u zoni srednjeg 
oslonca (a ) kod ispitivanih greda. Mode se konstatovati da ni 
kod jedne od greda u domenu eksploatacionih opterecenja ni je doš- 
lo do razvoja prsline vede od 0,4 mm. Sto se uticaja načina ar- 
miranja tide, u oslonačkim zonama je do najvedih otvora prslina 
doslo kod grede C, koja je imala i najmanju armaturu u toj zoni, 
zatirn kod B, A i  D; dakle proprocionalno ostvarenim naponima u 
armaturi. Prsline u polju, koje su se obrazovale gušde, na znat- 
no manjem medjusobnom razmaku, imale su i znadajno manji max.ot- 
vor: manji od 0,2 mm za eksploataciona opterecenja, oko 0,4 mm 
pri opteredenju od P = 70 k N , da bi zatirn progresivno rasle. In- 
teresantno je da kod grede D nisu ostvarene max. prsline u polju 
kao što je oeekivano, ved kod tipa A (si. 8.23) . Pri granidnim 
opteredenjima maksimalni otvor prslina iznad oslonca iznosio je 
do 4 mm, a u polju do 3,5 mm.
U prilogu su prikazane i seme prslina na nosadima u trenut- 
ku neposredno pred lom.






9.1. Veza moment-krivina za preseke 
eksperimentalnih greda
Za obrazovanje zavisnosti moment-krivina za karakteris- 
tične preseke eksperimentalnih nosača usvojeni su radni dijag- 
rami za beton i čelik koji odgovaraju predlogu naših novih pro- 
pisa, s tim da nije ogranicena maksimalna dilatacija u armatu- 
r i (si. 9.1 .) :
Za radni dijagram betona usvojena je parabola sa maksi- 
malnom ordinatoria ß B = 30 MPa koja odgovara dilataciji od 2%0 , 
dok je granična dilatacija u betonu usvojena 3,5%0 , što je na 
strani sigurnosti. Granica velikih izđuženja za celik usvojena 
je 6”y = 510 MPa što odgovara rezultatima ispitivanja celika 
(0 1 2 , 0 1 0), a modul elastičnosti armature usvojen je u iznosu
od E = 2-1Qd MPa, Dilatacija koja odgovara pocetku plastifi-
^ 5
kacije armature je 6 0 = 510/2-10 = 2,55%0 .
Moment pojave prve prsline za sve grede iznosi:
M = ß  W, = 0,44-l6-25^/6 = 733 kNcm = 7,3 kNm,
I I zs b '
Krutost homogenog betonskog preseka je
E, I, = 3 -IO7- 0,16-0,253/l2 = 6250 kNm2
b b
Odredjivanje momenta plastičnosti i momenta loma, kao i 
odgovarajuđih vrednosti krivina vrši se rešavanjem jednačina 
(3.35) i (3.36) ,
GREDA A
Presek u polju: Д. = IX = 0,673%
6 * Ю /о о 7 У 1 S (K.WW) <H^jO (cm1)M u (kNm) ){U'!0 (cm-1)фјг(!С^
2,55 0,92 0 ,390 0,348 0,265 21,83 0,165 1323
21,28 3,50 0,810 0,416 0,141 22,77 1 , 180
/
Presek iznad oslonca: 11= 1,009% jX = 0 ,673%
£д.( Я fe/ )си /в°/ У Л S (kNm) % 1о3(стп 1 jJ4W UcKjw) 3fu1 о(слп ) E
2,55 1 , 18 0,474 0 , 354 0,316 31,81 0 , 178 1787
13,03 3,50 0,810 0,414 0 , 2 1 2 33,14 0,787
GREDA В /
Presek u polju: J1 = 0,004% jX = 0,467%
Sa, \%o) (Voa) 'Y n S % l o W 1)Mu (icNm) V ôW )
2,55 1,05 0,433 0,351 0,292 25,36 0,171 1512
17,19 3,50 0,310 0,416 0 , 169 26,94 0,985
/
Presek iznad oslonca: [1 = = 0,304%
Я ( 0/ \V / ( 7 0  J 4 % ) У \ S Mj (KN-w) fy-jdW) M u (kCNw) 0(сгл) E^3jj(fcN'w
2,55 1 , 0 1 0,420 0,350 0,234 25,77 0,170 1516
17 ,19 3,50 0 , 8 1 0 0,416 0,169 26,94 0,985
GREDA C
I
Presek u polju: jX = 0 , 935% jX = 0 ,467%
Sa. ( % ° )
Я (о/ } 
c b [ '°») y 4 S (Khln) % ] 0 (cm1JM u (kN w  ) \0(сУ)
2,55 1,15 0 ,465 0,353 0,311 29,62 0,176 1683
14 , 34 3,50 0,810 0,416 0,196 30,87 0,350
/
Presek iznad oslonca: Џ,= 0,616% Us = 0,935%
F  ( ° / 'iV /«O/ У n S Kiy (kNw] le? (cm1jМц (кЫ-ж ; (cm'J
2,55 0,85 0,365 0,347 0,250 19,79 0 , 1 6 2 1 2 22
23,58 3,50 0,810 0,416 0 ,129 20,93 1,290
GREDA D
Presek u polju: j l  = 0,533% ЈЛ = 0,673%
(°/ôo) E. (°/ )V 'oo J У n S (kNw) % ! o V ; M u(kNm) (cmHj
2,55 0,80 0,34 7 0,346 0,239 17 ,34 0,160 10 84
27,80 3,50 0,810 0,416 0 , 1 1 2 13,31 1,490
/
Presek iznad oslonca: |i = 1,244% ji = 0,533%
f~ ( O /  \ 
ч Zoo J ( 1 ) y 4 S M  j  (k K Im ) X j ' I O d m  1J M u  ( < N m ) Ж ц \ о ( с т \ Е ^ јг (k Wv»
2,55 1,39 0 ,534 0,353 0,353 38,73 0 , 1 8 8 2060
9,90 3,50 0,810 0,416 0,261 39,39 0,638
9,2. Veza moment-srednja krivina za eksperimentalne nosace
Za sve eksperimentalne nosače veza moment-srednja krivina 
konstruisana je iz sracunatih vrednostì momenta pojave prve prs- 
line (M ), momenta plastičnosti (M ) i odgovarajudih vrednostì
1 лЛ 1
krivina ( , <н/и ), odnosno odgovarajučih krutosti homoge-
nog preseka (E^J^) i preseka sa prslinom (E^J .^) koji odgovara 
momentu plastičnosti. Pri tome je zadržana konstantna vrednost 
momenta plastičnosti (Му ) u plastičnom zglobu sve do dostizanja 
granične krivine ( ) .
Udeo zategnutog dela betona izmedju prslina na povecanje 
efektivne krutosti uzet je u obzir preko predloga Bransona:
E, J, za M ^  M_ (9.1)b b I
EbJb (MI/M ) 3 + EbJTI (1-(MI/M) 3) za (9.2)
Na siici 9.2. prikazana je kvalitativno veza moment-kri- 
vina za presek armiranobetonskog dementa (isprekidanom linijom) 
i usvojena veza moment-srednja krivina koja je upotrebljena za 
numericku analizu (punom linijom).
9.3. Postupak i rezultati numeričke analize
Za sprovodjenje numericke analize napravljen je program 
koji je odgovarao metodi sukcesivnih linearnih aproksimacija . 
Program je koristio metodu deformacije uz automatizovanu prome- 
nu matrice krutosti delova nosača u iterativnom postupku,
S obzirom da je opteređenje nosača bilo simetricno, raz- 
matrana je poiovina nosača kao greda uklještena na jednom i slo- 
bodno oslonjena na drugom kraju. Nosaç je podeljen na 20 delova 
duZine 12,5 cm i u dve karakteristiene zone sa različitom arma- 
turom (si. 9.3,).
E, J rb ef
E.J c b er
U prvoj iteraciji za krutost svih preseka usvajana je 
krutost homogenog betonskog preseka. Iz vrednosti momenata sa- 
vijanja na sredini svakog štapa sračunate su vrednosti efektiv- 
nih krutosti koje su se koristile u narednoj iteraciji. Itera- 
tivni postupak za jedan nivo opterecenja se završavao kada bi 
vrednostipresečnih sila izmedju dve susedne iteracije bile roa- 
nje od 1 %.
Kao ulazne podatke program je koristio geometriju nosača, 
velieine momenta pojave prve prsline i momenta plastičnosti, kao 
i ođgovarajuđe velieine krutosti homogenog i isprskalog preseka 
i izraze za efektivnu krutost; podatke о graničnim uslovima po 
pomeranjima, i nivou opterecenja.
Izlaz je formiran u vidu rešenja presečnih sìla u svakom 
Svoru nosača, kao i vrednosti pomeranja i obrtanja svakog evora.
Rezultati numeriche analize: velieine reakcija krajnjeg 
oslonca i karakteristicnih vrednosti momenata u polju i iznad 
srednjeg oslonca dati su u prilogu u tabeli 1. U tabeli 2. su 
date vrednosti nagiba elastične linije nad slobodnim osloncem, 
a u tabeli 3 . vrednosti ugiba u karakteristicnim presecima dobi- 
jene numeričkom analizom.
9.3.1. Analiza numeričkih rešenja za statičke velieine
Sračunate velieine reakcija oslonaca, odnosno momenata 
savijanja, dobro su se slagale sa merenim vrednostima. Za grede 
tipa A, B i C razlike izmedju sracunatìh i merenih vrednosti na- 
lazile su se u uskim granicama od + 5%, sve do nivoa opterecenja 
koje je izazivalo pojavu prvog plastičnog zgloba. Za vise nivoe 
opterecenja dolazilo je do odredjenog odstupanja koje je logična 
posledica ne uzimanja u obzir zone ојабапја čelika. Jedino je 
kod grede tipa D došlo do veđeg odstupanja numeričkih rešenja od 
merenih i to do 15%.
Na dijagramima na slikama 9.4.a-d prikazane su merene i 
sračunate vrednosti reakcija oslonaca za pojedine tipove greda.
9.3.2. Analiza numeričkih rešenja za deformacijske velieine
Rešenja za velieine ugiba i nagiba dobijena numerički bila 
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Nekoliko je osnovnih uzroka tome, koji nisu mogli biti obuhvađe- 
ni numeričkom analizom:
1. Efekat dijagonalnih prslina
Pojavom dijagonalnih prslina dolazi do poveđanja napreza- 
nja u zategnutoj armaturi, kako je to objašnjeno na modelu rešet- 
ke pri analizi uticaja dejstva transverzalnih sila. Pomeranje li- 
nije zatežuđih sila, t j . širenje zone nosada u kojima deluju na- 
poni zatezanja u armaturi i povedanje napona zatezanja u armatu­
ri u presecima nosača prouzrokuje znadajno dopunsko povedanje 
deformacij a .
2. Uticaj transverzalnih sila
Numeridkom analizom nije obuhvadeno dejstvo transverzalnih 
sila na deformaciju nosada. S obzirom na velicinu širine rebra 
ovaj uticaj je relativno skroman, ali postoji.
3. Dilger je u svojoj doktorskoj tezi /17/ konstatovao da 
kod kontinualnih nosada opteredenih koncentrisanim opteredenjem 
dolazi do efekta "klecanja" grede pri formiranju prsline u polju 
i nad osloncem, tj. do dopunskog obrtanja delova grede kao prib- 
ližno krutih tela (sl. 9.5) dime se povecavaju vrednosti ugiba i 
nagiba na nosadu.
Rešenja dobijena numeridkom analizom kvalitativno dobro 
prate merene vrednosti deformacijskih velidina i znatno su bliža 
nierenim u odnosu na rešenja teorije elastidnost i .
Na slikama 9.6 .a i b prikazani su dijagrami opteredenje- 
ugib u sredini raspona za merene i sradunate vrednosti, a na 
siici 9.7. dijagrami opteredenje-nagib za merene i sradunate 
vrednosti za pojedine tipove greda.
P ( к N)
— C>
P t к N )
— O
Si . 9 . 6 , a
SI . 9 .6 ,Ь
S I . 9.7
10. ZAKLJUČCI
Na osnovu sproveđenih eksperimentalnih i teorijskih istra- 
živanja о ponašanju statički neođređjenih armiranobetonskih li­
ni jskih nosača pod đejstvom opteređenja kratkotrajnog karaktera 
moze se zakljuciti sledeđe:
1. Velieine presečnih siia odgovaraju rešenjima teorije elas 
tičnosti samo do pojave prve prsline pri relativno niskim optere- 
ćenjima. Stvaranje i razvoj prslina utiču na ređukciju krutosti 
đelova nosača i izazivaju preraspodelu statickih uticaja pri po- 
rastu opteređenja. Pri višim nivoima opteređenja na nosaču dolazi 
do formiranja plastičnih zglobova u kritidnim presecima cime se 
omoguduju nove značajne preraspođele uticaja, pod uslovom da for­
mi rani zglobovi imaju đovoljan kapacitet rotaci je. Preraspodela 
uticaja se nastavlja porastom opteređenja sve dok se na nosaču ne 
ostvari ona konfiguracija plastičnih zglobova koja formira meha- 
nizam.
2. Deformacije nosača pod opterećenjem, po pojavi prslina, 
znatno premašuju vrednosti elastični’n deformaci ja. To je izraženo 
naročito kod elemenata armiranih manjim procentom armiranja, kod 
kojih je krutost pojavom prslina značajno umanjena u odnosu na kru- 
tost homogenog preseka. Formiranje zona plastičnih zglobova tako- 
dje utiče na izrazito povedanje deformacijskih veličina.
3. Raspored armature u statički neođredjenom armiranobeton- 
skom nosaču utiče na sve komponente ponašanja nosača pod optere- 
denjem: na preraspodelu sila u presecima, na deformacijske veliei­
ne, na raspored i redosled otvaranja plastidnih zglobova i pri torn 
odgovarajudu velidinu opteredenja, kao i na nivo kritidnog optere- 
denja.
Za analizirane varijante armiranja nosača koje su se kretale 
do 40% razlike u odnosu na rešenje teorije elastidnosti i koje su 
zadovoljavale uslove teorije plasticnosti (jedno moguce ravnoted- 
no stanje pri granicnom opteredenju i dovoljan kapacitet rotaci je 
plastidnog zgloba u kritidnom preseku) eksperiment je potvrdio da 
je granidno opteredenje koje dovodi do mehanizma loma praktidno 
is to .
- Velieine sila.u presecima u ispitivanim varijantama no- 
sača za isti nivo opteređenja bile su medjusobno razlidite. Ni je 
postojala direktna proporcionalnost odnosa kolidine armature u 
kritidnim presecima i vrednosti presecnih sila, sem pri opterede- 
nju bliskom graničnom, ali je indirektno raspored armature uticao 
na sile u preseku preko velieine krutosti pojedinih delova nosača 
Za nivo eksploatacionih opterecenja odstupanja merenih vrednosti 
presecnih sila od rešenja teorije elastičnosti bila su u granica- 
ma + 15%, pa se mode smatrati da u sludajevima jednostavnijih sis 
tema teorija elastičnosti daje za tehnicku praksu zadovoljavaju- 
će rezultate u pogledu presecnih sila.
- Velieine merenih deformacija ispitivanih varijanti nala- 
zile su se u relativno uskim okvirima od + 1 0 % u fazi eksploata- 
cionog opterecenja, pa se mode zakljuditi da raspored armature 
ni je im.ao bitnog uticaja na ostvarene deformacijske velieine. 
Eksperiment je potvrdio da po pojavi prslina deformacije znacajno 
brze prirastaju, da bi prirast bio još vise ubrzan formiranjem 
plastičnog zgloba. U praktičnim proračunima obavezno treba uzeti 
u obzir da se realno ostvaruju deformacije znacajno vede od elas- 
tidnih i mode se preporučiti priblidan proračun na bazi krutosti 
isprskalih preseka, dime se ostaje na strani sigurnosti u domenu 
eksploatacionih opterecenja.
- Razlika u nadinu armiranja nosada imala je bitan uticaj 
na ostvarenu velicinu prslina. Kod nosada di ja se armatura naj- 
više razlikovala od rešenja teorije elastidnosti (greda C) ost- 
varena su i najveca naprezanja u zategnutoj armaturi iznad sred- 
njeg oslonca, s obzirom na cinjenicu da promena momenta savija- 
nja ni je proporcionalno pratila promenu armature. Ostvarene pr- 
sline, medjutim, pri maksimalnom eksploatacionom opteredenju ni- 
su prelazile velicinu od 0,4 mm, Dakle i kod nosada armiranog 
40% razlidito u odnosu na teoriju elastidnosti bili su zadovo- 
ljeni parametri funkcionalnosti .
4. Nelinearna veza moment-srednja krivina, koja definire 
krutost dela nosada u funkeiji geometrijskih karakteristika 
preseka, mehanidkih osobina betona i delika i nivoa opteredenja,
pokazala se kao yrlo dobra osnova za aproksimaciju realnog pona- 
šanja armiranobetonskih nosača.
Sprovedena numerička analiza pokazala je dobro slaganje 
vrednosti presecnih sila sradunatih sa analiziranom vezom mo- 
ment-srednja krivina sa merenim eksperimentalnim vrednostima.
Kao dalji zadatak ostaje usavršavanje metođologije numeričke ana- 
lize kojom bi se eventualno mogli obuhvatiti i uticaji zone oja- 
danj a celika .
Rešenja deformacijskih veličina koje daje izloženi numeric- 
ki postupak su znatno bliža realnim od rešenja teorije elastidno- 
sti, ali ipak manja od merenih vrednosti, jer nisu obuhvatila 
uticaje dijagonalnih prslina i transverzalnih sila na deformaeije .
5. Ogranidenje koje je predvideo Nacrt pravilnika о tehnid- 
kim normativima za beton i armirani beton ne vodi raduna о ni zu 
parametara koji utiču na moguđnost preraspođele statičkih utica- 
ja kod statidki neodredjenih nosača, ođnosno na velidinu kapaci- 
teta rotacije plastičnog zgloba, vec kao parametar usvaja samo 
procenat armiranja kritičnog preseka zategnutom i pritisnutom ar- 
maturom. Ograničenje je nepotpuno jer takodje ne uzima u obzir 
mogudnost da kod ođređjivanja granične krivine pri lomu neutralna 
linija u preseku bude u takvom položaju da naponi u pritisnutoj 
armaturi ne đostižu granicu gnječenja.
Ograničenje je konzervativno, znatno na strani sigurnosti, 
sto je sigurno opravdano kod komplikovanijih tipova konstrukcija , 
s obzirom da još uvek nisu objašnjeni niti eksperimentalno đokaza- 
ni svi faktori koji uslovljavaju moguđnost obrtanja plastidnog 
zgloba. Posleđica tako oštrog uslova je da nisu otvorene mogućnosti 
za neko optimalnije i ekonomičnije projektovanje i konstruisanje 
nosača.
Za jednostavnije linijske sisteme mode se uspešno primeniti 
uslov duktiliteta kritičnog preseka dat u radu, koji je takodje 
na strani sigurnosti, ali koji preciznije odredjuje mogude granice 
preraspodele uticaja i omoguđuje širu varijaciju izbora armature 
u nosadu. Izvršen eksperiment pokazao je da se u nosadima koji za- 
dovoljavaju ovaj siri kriterijum, armiranim 20% i 40% razlidito u 
odnosu na rešenje teorije elastičnosti, izvršila potpuna preraspo- 
dela uticaja iako nosadi nisu zadovoljavali kriterijum iz Nacrta 
pravilnika.
6 . Problematika statički neodredjenih armiranobetonskih 
konstrukcija predstavlja izrazito široku oblast koja zahteva is- 
traživanja na rešavanju niza pitanja u vezi ponašanja statički 
neodredjenih nosača kako u stanju eksploatacije tako i u stanju 
loma. Ni je bilo predvidjeno da rad obuhvati još neka aktuelna 
pitanja iz ove oblasti kao sto su:
- uticaj dijagonalnih prslina i transverzalni’n sila na de- 
formaciju nosača,
- uticaj normalnih sila u vitkim ramovskim sistemima,
- uticaj dugotrajnog opterecenja, ponovljenog opterecenja i 
istorije opterecenja,
- uticaj prinudnih deformaci ja,
- pitanja optimizacije i ekonomije u projektovanju.
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